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A I'image des theories physiques qui introduisent des dimensions supplemen- 
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selles d' Avignon de Pablo Picasso (1907). 



iv 



Table des matieres 



Introduction 1 

1 La Relativite Generale 3 

1.1 Les principes physiques 3 

1.2 Elements de geometrie differentielle 5 

1.2.1 Variete et champs tensoriels 5 

1.2.2 Connexions, geodesiques et courbures 9 

1.2.3 Formes differentielles et formulation de Cartan 14 

1.2.4 Diffeomorphismes, derivee de Lie et vecteurs de Killing 18 

1.2.5 Hypersurfaces 19 

1.3 Les equations du mouvement 21 

1.3.1 L'equation d'Einstein 22 

1.3.2 Le formalisme lagrangien 23 

1.3.3 La matiere 25 

1.4 Les trous noirs 30 

1.4.1 Le trou noir de Schwarzschild et le theoreme de Birkhoff 31 

1.4.2 Les theoremes d'unicite 38 

1.4.3 Comment violer les theoremes d'unicite? 39 

2 Trous noirs en dimensions supplementaires 45 

2.1 Solutions statiques du vide en presence d'une constante cosmologique .... 45 

2.1.1 La solution de Tangherlini et ses versions topologiques 45 

2.1.2 Une version generalisee du theoreme de Birkhoff 48 

2.2 Electromagnetisme et p-formes 48 

2.3 Modeler I'horizon d'un trou noir avec des p-formes 49 

2.3.1 Ansatz sur les champs de matiere et effets sur la geometrie 51 

2.3.2 p-formes libres 52 

2.3.3 Trous noirs vetus d'un seul champ 54 

2.3.4 Trous noirs avec des horizons de type Einstein-Kahler 62 

2.3.5 Trous noirs fagonnes par plusieurs champs 65 

2.3.6 Trous noirs axioniques et leurs extensions 69 

2.3.7 Conclusion 72 



V 



vi Table des matieres 



3 Trous noirs en theorie d'Einstein-Gauss-Bonnet 75 

3.1 La theorie de Lovelock 75 

3. LI Le theoreme de Lovelock 76 

3.L2 Interpretation geometrique 77 

3.L3 Les equations du mouvement 78 

3.2 Solutions du vide 80 

3.2.1 Solutions a courbure constante 80 

3.2.2 Solutions a symetrie spherique 82 

3.2.3 Solutions topologiques 83 

3.3 Trous noirs en presence de |}- formes 84 

3.3.1 Introduction 85 

3.3.2 Ansatz sur la geometric et les champs de matiere 86 

3.3.3 Classe I 90 

3.3.4 Classe II 93 

3.3.5 Classe III 100 

3.3.6 Exemples de solutions 102 

3.3.7 Conclusion 108 

4 Trous noirs en presence d'un champ scalaire conforme 111 

4.1 Presentation de la theorie Ill 

4.1.1 Les theories tenseur-scalaire de la gravitation 112 

4.1.2 Theorie en presence d'un champ scalaire invariant conforme 114 

4.2 Solutions du vide 115 

4.2.1 La solution de BBMB 115 

4.2.2 Le probleme de Weyl 116 

4.2.3 La structure de barres 120 

4.2.4 Solutions statiques et a symetrie spherique 126 

4.2.5 Solutions stationnaires et a symetrie axiale 129 

4.3 Conditions de jonction pour une hypersurface de genre-temps 133 

4.4 Trous noirs en presence de champs axioniques 136 

4.4.1 Introduction 137 

4.4.2 Presentation de la theorie 138 

4.4.3 Trous noirs axioniques chevelus 140 

5 Thermo dynamique des theories gravitationnelles 145 

5.1 Trous noirs et thermo dynamique 145 

5.1.1 Les lois de la mecanique des trous noirs 145 

5.1.2 Est-ce une simple analogic ? 148 

5.2 L'approche thermodynamique par I'integrale de chemin 149 

5.2.1 En Relativite Generale 149 

5.2.2 En presence de p-formes 153 

5.3 Le formalisme hamiltonien 157 

5.3.1 En Relativite Generale 157 

5.3.2 En presence de p-formes 163 

5.4 Thermodynamique en presence d'un champ scalaire conforme 165 



Table des matieres 



vii 



5.4.1 Analyse hamiltonienne des charges 165 

5.4.2 Transitions de phase 170 

Perspectives & Conclusions 175 

Bibliographie 177 



viii Table dcs m at teres 



Introduction 



Le debut du XX'' siecle a connu deux grandes revolutions scientifiques avec d'une part la 
Mecanique Quantique et d'autre part la Relativite Generale qui est au cceur de cette these. 
La formulation finale de cette theorie de la gravitation en Novembre 1915 est due a I'accom- 
plissement intellectuel d'un seul homme : Albert Einstein. Apres avoir formule la Relativite 
Restreinte en 1905, avec d'autres scientifiques contemporains comme Henri Poincare, dans 
laquelle les concepts d'espace et de temps sont unifies en une seule entite appelee Vespace- 
temps, A. Einstein comprit rapidement qu'il n'etait pas possible d'inclure les phenomenes 
gravitationnels dans ce cadre. Citons ce passage d'A. Einstein [1] : 

"Je me decidai d rejeter comme illusoire cet essai que j' expos ai plus haut : je ne traiterai 
plus des lors le probleme de la gravitation dans le cadre de la theorie de la relativite restreinte. 
Car ce cadre ne correspond absolument pas a la propriete fondamentale de la gravitation. De- 
sormais le principe de I'egalite de la masse inerte et de la masse pesante peut s'expliciter de 
fagon parfaite : dans un champ de gravitation homogene, tous les mouvements s'executent 
comme en V absence de champ de gravitation, par rapport a un systeme de coordonnees unifor- 
mement accelere. Si ce principe peut s'appliquer a n'importe quel evenement, j'ai une preuve 
que le principe de relativite pourrait etre applique a des systemes de coordonnees qui executent 
un mouvement non uniforme les uns par rapport aux autres. Tout ceci supposait que je veuille 
aboutir a une theorie naturelle du champ de gravitation. Des reflexions de ce type m'occu- 
perent de 1908 a 1911 et je m'efforgai d'aboutir a des resultats particuliers dont je ne parlerai 
pas ici : pour moi j'avais acquis une base solide : j'avais decouvert que je ne parviendrais a 
une theorie rationnelle de la gravitation que par une extension du principe de relativite. " 

En effet, il parvint a une telle theorie dans laquelle la gravitation est encodee dans la 
geometric de I'espace-temps, qui est desormais une entite dynamique. Cette theorie a verita- 
blement le statut de theorie physique car, en plus de donner une explication au probleme de 
I'epoque sur I'avance du perihelie de Mercure, elle fournit un grand nombre de predictions et 
de phenomenes nouveaux. De cette theorie naquit par exemple la cosmologie et la physique 
des trous noirs. Ces derniers objets furent ainsi nommes par John Wheeler et veritablement 
compris a la fin des annees 1950 alors que leurs geometries etaient connues depuis 1916. Alors 
que les trous noirs sont issus de I'effondrement gravitationnel d'astres tres massifs decrits par 
plethore de nombres quantiques, ces objets macroscopiques sont simplement decrits par leur 
masse, leur moment angulaire et leur charge electrique dans le cadre de la Relativite Generale 
en presence de I'interaction electromagnetique. Ce fait surprenant est resume dans la fameuse 
phrase de J. Wheeler : "A black hole has no hair". Ces trous noirs sont en quelque sorte a la 
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Relativite Generale ce que les particules sont a la Mecanique Quantique et ils seront le sujet 
principal de cette these. 

Une solution pour expliquer ce probleme de perte d'information jaillit au debut des annees 
1970 : avec d'une part les lois de la mecanique des trous noirs qui sont analogues aux principes 
de la thermodynamique et avec d'autre part la decouverte par Stephen Hawking qu'un trou 
noir rayonne comme un corps noir dans le cadre de la theorie quantique des champs en 
espace-temps courbe. De ce constat, une entropie proportionnelle a I'aire de I'horizon d'un 
trou noir fut alors associee a cet objet pour compenser la perte d'information. Neanmoins, 
il reste a trouver un cadre theorique dans lequel cette quantite macroscopique est associee 
aux micro-etats d'un systeme thermodynamique. La theorie des cordes et la theorie de la 
gravitation a boucles semblent etre actuellement des cadres possibles. 

L'interet majeur des travaux exposes dans cette these est d'explorer la "chevelure" des 
trous noirs dans des cadres plus generaux avec la presence d'une constante cosmologique, de 
dimensions supplementaires, de champs de matiere plus exotiques ou de termes de courbure 
de rang plus eleve. Ces extensions de la Relativite Generale peuvent s'inscrire dans le cadre 
de la theorie des cordes mais cette derniere n'est pas notre motivation premiere. C'est en 
etudiant des extensions naturelles de la Relativite Generale que nous pouvons aussi mieux 
comprendre cette derniere. La these que nous presentons ici s'appuie sur trois articles [2-4] 
qui ne sont pas presentes de maniere chronologique mais de fagon thematique. 

Dans un premier temps, nous exposerons la theorie de la Relativite Generale avec notam- 
ment les principes sur lesquels elle s'appuie et en donnant tons les elements mathematiques 
dont nous avons besoin pour la suite. Puis, une premiere extension sera presentee au chapitre 
2 avec I'introduction de dimensions supplementaires et de champs de p-formes qui consti- 
tuent la generalisation naturelle de I'interaction electromagnetique. Nous construirons dans 
ce cadre de nouvelles solutions statiques de trous noirs presentees dans [3]. Les p-formes 
vont permettre de modeler la geometric de I'horizon d'un trou noir. Nous exposerons ensuite 
au chapitre 3 I'extension la plus naturelle de la theorie d'Einstein en dimension quelconque 
qui genere des equations du second ordre en la metrique : la theorie de Lovelock. Nous de- 
terminerons dans ce contexte une large classe de solutions en dimension 6 pour laquelle la 
theorie se reduit a celle d'Einstein-Gauss-Bonnet avec toujours la presence de p-formes [2]. 
Enfin, le chapitre 4 sera consacre a I'etude d'une generalisation de la Relativite Generale en 
dimension 4 dont la modification est induite par un champ scalaire couple conformement a la 
gravitation. Nous exhiberons notamment une nouvelle solution de trou noir avec un horizon 
plat dans cette theorie en presence de champs axioniques [4]. Pour clore cette these, I'aspect 
thermodynamique des theories presentees aux chapitres 2 et 4 sera detaille dans le dernier 
chapitre ; ce qui permettra de determiner la masse et les charges de ces nouvelles solutions et 
d'etudier des phenomenes de transitions de phase en presence d'un champ scalaire conforme. 



Chapitre A 

La Relativite Generale 



Pour une presentation complete de la Relativite Generale, nous renvoyons le lecteur aux 
ouvrages de reference : [5-8]. Notre but ici est simp lenient de presenter les grands principes 
de cette theorie et les objets mathematiques necessaires afin d'aborder les chapitres suivants. 
Les prerequis pour ce chapitre sont la Mecanique Newtonienne et la Relativite Restreinte. 
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1.1 Les principes physiques 

Cette premiere section a pour objectif de dresser les principes qui ont mene a la construc- 
tion de la Relativite Generale formulee par Albert Einstein en 1915. Commengons en rap- 
pelant que la seconde loi de Newton s'applique dans un referentiel dit galileen ou inertiel ; 
cependant I'introduction de forces inertielles dans cette loi permet de traiter le cas des re- 
ferentiels non-galileens. Une question fondamentale se pose alors : comment distinguer un 
referentiel galileen? Afin de resoudre cette difficulte, Issac Newton introduisit I'existence 
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Chapitre 1 : La Relativite Generale 



d'un espace absolu comme referentiel galileen, qui ne serait pas influence par la matiere 
presente dans I'univers. A I'inverse, Ernst Mach rejette I'idee que la notion de mouvement 
soit independante du contenu materiel de I'univers. Selon lui, seul le mouvement relatif par 
rapport a la distribution des masses presentes dans I'univers a un sens. A. Einstein fut un 
fervent partisan de cette idee et I'erigea comme un principe afin de construire sa theorie de 
la gravitation : 

Principe 1.1 (de Mach) La distribution de matiere dans I'univers determine le mouve- 
ment des particules. 

Ainsi les forces inertielles que subit un objet seraient induites par la repartition des masses 
dans I'univers. Soulevons la coincidence suivante avec la vision newtonienne. Considerons un 
pendule ideal place au pole Nord de la Terre. Le pendule oscille par rapport a I'espace absolu 
de Newton ; quant a la Terre, elle est en rotation par rapport a cet espace. Un observateur 
est alors en mesure de determiner la duree necessaire pour que le plan dans lequel le pendule 
oscille effectue un tour. Ce meme observateur pent aussi mesurer la periode de rotation de 
la Terre sur elle-meme pour effectuer un tour par rapport aux etoiles fixes. II trouve alors 
que les deux periodes sont les memes. En acceptant le principe de Mach, cette coincidence 
est par consequent effacee dans le cadre newtonien. Precisons un dernier point, la vision de 
Mach ne rejette pas une variation de la constante de gravitation G ; nous reviendrons par la 
suite a cette idee avec les theories dites tenseur-scalaire a la sous-section 4.1.1. 

Passons desormais au principe fondateur de la Relativite Generale : le principe d'equiva- 
lence. En Mecanique Newtonienne, I'universalite de la chute libre provient de nouveau d'une 
coincidence qui correspond a I'egalite entre la masse inertielle mj, qui apparait dans la se- 
conde loi de Newton, et la masse grave mc de la force de gravitation : F = —mcVcj) ou 
represente le potentiel gravitationnel. Experimentalement I'egalite mj = mc est verifiee a 
10^^^ pres. Actuellement, le projet MICROSCOPE du CNES est en cours pour affiner cette 
mesure. Le lecteur pourra consulter [9] pour plus de details sur la verification de cette egalite. 
En Relativite Generale, cette coincidence est elevee de nouveau au rang de principe : le mou- 
vement d'une particule-test dans un champ gravitationnel est independant de sa masse et 
de sa composition. Nous appelons ici particule-test une particule qui interagit avec le champ 
gravitationnel present mais qui ne I'altere pas. Discutons des consequences de cette egalite en 
physique newtonienne en presence du champ de pesanteur terrestre. Considerons une masse 
m en chute libre dans le referentiel terrestre TZ considere galileen, son acceleration est donnee 
par 



ou g designe I'acceleration de la pesanteur. II est aussi loisible de decrire ce mouvement dans 
un referentiel 71' en translation par rapport a 71 avec une acceleration a-n' /n = 9 d'ou : 



L'introduction de la force d'inertie —ma-jii j-ji a done pour effet d'effacer la force de gravitation 
du point de vue du referentiel 7Z' en chute libre. Evoquons egalement une experience de pensee 
(Gedankenexperiment en allemand, comme aimait dire A. Einstein) pour illustrer ce resultat. 
Considerons un astronaute dans une fusee sans fenetre. Si la fusee est au repos sur Terre, il 



a/7^ = g 
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peut efFectuer I'experience locale qui consiste a faire tomber une masse. Cette situation est 
en fait indistinguable de celle qui consiste a faire tomber cette meme masse pendant que la 
fusee se deplace par rapport a un obscrvateur inertiel avec une acceleration —g. Ceci illustre 
de nouveau cette dualite entre force de gravitation et force d'inertie et nous amene a formuler 
le principe suivant : 

Principe 1.2 (d'equivalence) En chaque point de I'espace-temps et en presence d'un champ 
de gravitation, il est possible d' adopter un systeme de coordonnees dit localement inertiel tel 
que, dans un voisinage suffisamment petit, toutes les lois de la dynamique prennent la forme 
qu'elles ont dans I'espace de Minkowski dans un systeme de coordonnees cartesien. 

Nous commengons a entrevoir par ce principe un lien profond entre gravitation et geometrie. 

Terminons cette section par un dernier principe. Nous pouvons attacher a chaque obscrva- 
teur un systeme de coordonnees privilegie ; aussi certaines coordonnees sont plus judicieuses 
en fonction des symetries du probleme. Cependant, les lois de la physique ne doivent pas 
dependre du systeme de coordonnees. Ce qui nous amene au dernier principe : 

Principe 1.3 (de covariance) Les equations de la physique doivent prendre une forme ten- 
sorielle. 

Nous voyons qu'une formulation precise est necessaire. Une traduction mathematique de ces 
principes par I'introduction d'outils de geometrie differentielle va faire I'objet de la section 
suivante. Nous etablirons egalement les axiomes de la Relativite Generale durant les deux 
prochaines sections. 

1.2 Elements de geometrie differentielle 

1.2.1 Variete et champs tensoriels 

L'ensemble des points de I'espace-temps va etre encode dans une nouvelle structure : la 
variete. Approximativement, une variete est un ensemble constitue d'espaces qui ressemblent 
localement a un ouvert de R-^ et qui peuvent etre coUes de maniere continue. Plus precise- 
ment : 

Definition 1.1 (variete) Une variete differentielle reelle de dimension D, notee M., est 
un ensemble muni d'une collection de sous- ensembles {Oi} satisfaisant les trois proprietes 
suivantes : 

- Pour chaque element P, appele point, de A4, il existe au moins un Oi contenant P, ce 

qui signifie que {Oi} couvre M.. 

- Pour chaque i, il existe une bijection ipi de Oi dans un ouvert Ui de MP . 

- Si OiHOj 7^ alors ipjOipr'^ ^ amenant les points de ipi {Oi fl Oj) C Ui dans ipj {Oi fl Oj) 
C Uj, est une application infiniment differentiable de MP dans lui-meme. 




Figure 1.1 - Relation entre les differentes cartes d'une variete. 

Communement, la bijection ipi est appelee une carte ou un systeme de coordonnees et les 
fonctions -ipj o tp7^ sont appelees fonctions de transitions et correspondent simplement a un 
changement de coordonnees (voir figure 1.1). Par la suite, nous rencontrerons egalement le 
cas des varietes complexes. Pour les definir, il suffit de remplacer par dans la definition 
precedente et d'exiger que les fonctions de transitions soient holomorphes. La sphere S"^ est 
un exemple de variete complexe. Nous reviendrons a la sous-section 1.2.3 sur ces varietes 
complexes avec la notion de variete kahlerienne. 

En presence d'une geometric courbe, la notion d'espace vectoriel, pour notamment ad- 
ditionner des vecteurs, est perdu globalement. Cependant, il est possible de la restaurer en 
chaque point de la variete en introduisant la notion de vecteur tangent. Nous nous inspirons 
pour cela de la bijection entre vecteurs et derivees directionnelles dans M^, en effet chaque 
vecteur v = (y^, . . . ,v ^) de definit une derivee v^t^. Nous utilisons des a present la 
notation d 'Einstein en ce qui concerne les sommes. Introduisons la notation J-" = (A^,]R) 
et la definition suivante : 

Definition 1.2 (vecteur tangent) Un vecteur tangent v en un point P de M. est une 

fonction de T dans M lineaire et qui satisfait la regie de Leibniz, c'est-d-dire : 

- V/, G ^ , Va, 6 G M ,v{af + bg) = av{f) + bv{g) , 

- V/, (7 G ^ Mfg) = f{P)<9) + 9{P)<f) ■ 

Nous parlerons aussi de vecteur contravariant pour designer un vecteur tangent. Nous rega- 
gnons ainsi localement la notion d'espace vectoriel : 

Resultat 1.1 (espace tangent) Soit M. une variete differentielle de dimension D. L'es- 
pace tangent Vp est I'ensemble des vecteurs tangents au point P. Vp est un espace vectoriel 
de dimension D. 
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En introduisant un systeme de coordonnees ip, une base {X^} de Vp peut etre construite en 
definissant pour /i G |1, DJ, les : — )• M par V/ G J-", 



(1.3) 



Par consequent, il est loisible de decomposer un vecteur v de Vp dans cette base : v = v^X^. 
Cette base est appelee base de coordonnees et nous la noterons {d^} dans la suite. Notons 
que si nous utilisons un autre systeme de coordonnees, ■?/'', la nouvelle base associee {&^} est 
reliee a la precedente par 



dl (1.4) 

HP) 



ou x''^ est la /i-ieme composante de ip' oip ^. Nous en deduisons alors la loi de transformation 
suivante pour les composantes de tout vecteur contravariant v 

dx'" 

v'- = v>'^ . (1.5) 
dxf ^ ' 

Introduisons egalement la definition suivante : 

Definition 1.3 (fibre tangent) he fibre tangent V de Ai est defini par V = [J Vp et un 

P&M 

element de V est appele champ tangent. 

Dans la suite, nous etudierons egalement des courbes 'j de Ai, c'est-a-dire des applications 
de M dans Ai. En utilisant un systeme de coordonnees tp, une courbe 7 parametrisee par A 
est donnee par la parametrisation x^{X). En chaque point P de appartenant a la courbe 
7, un vecteur tangent t G Vp est associe a cette courbe dont les composantes sont donnees 
par t^ = ^ dans le systeme de coordonnees ip. 

Passons a une autre categoric de vecteur : 

Definition 1.4 (vecteur dual) Une forme lineaire ou 1- forme u : Vp est appelee 

vecteur dual ou vecteur covariant de Vp. L'ensemble des vecteurs covariants de Vp forme 
ainsi I'espace vectoriel dual de Vp, note Vp. 

Vp est de nouveau un espace vectoriel de dimension D et si {d^} designe une base de Vp 
alors la base de Vp, notee {dx'^}, est definie par 

dx^ (d,) = 6^ . (1.6) 

Par consequent, un vecteur dual u de Vp est decompose sous la forme u = w^dx^ ou = 
u {dfj^). Quant a la loi de transformation pour les composantes de u, elle est donnee par 



que nous determinons a partir de (1.5) et (1.6). De maniere similaire 
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Definition 1.5 (fibre cotangent) Le fibre cotangent V* de M. est defini par V* — [j Vp 

PeM 

et un element de V* est appele un champ cotangent. 

Nous sommes desormais en mesure de definir la notion de tenseur qui encode le principe de 
covariance. 

Definition 1.6 (tenseur) Un tenseur T de type {k,l) sur Vp est une application multili- 
neaire 

T : X • • • X X Vp X ■ • ■ X Vp ^ R . 

^ V ^ ^ V ' 

k fois I fois 

L' ensemble des tenseurs Tp{k,l) de type {k,l) forme de nouveau un espace vectoriel et il est 
loisible de decomposer tout tenseur de type {k, I) sous la forme 

T = T^'-^\ ._,^df,, • • • dx'^i • • • dx'^' (1.8) 

ou est le produit tensoriel defini de la maniere suivante : si T e Tp{k,l), T' e Tp{k',l'), 
a;-^, . . . , uj^^'^ e et vi, . . . , vi^v e Vp alors T ®T' agissant sur ces vecteurs est donne par 
le produit de T(a;^, . . . , w*^, Wi, . . . , w;) par T'{uj^^^ ^ . . . , u^^^ , fi+i, . . . , Vi+i'). Concernant le 
vocabulaire, il est courant de dire que T est k fois contravariant et / fois covariant. Quant 
a la loi de transformation d'un tenseur de type (A;,/), elle est deduite de celle des vecteurs 
tangents et des 1-formes : 



Enfin, nous pouvons introduire la notion de champ tensoriel de type {k, I) sur la variete A4 
qui est un element de IJ Tp{k,l) et nous notons par T{k,l) ce dernier ensemble. De plus, 

P&M 

un champ tensoriel est dit infiniment differentiable si ses composantes le sont. 

Ajoutons aussi la definition suivante. Etant donne, deux champs tangents C°°, v et w, 
nous definissons un nouveau champ tangent appele le commutateur de et note 
par 

V/ e .F , [v, w]{f) = v{w{f)) - w{v{f)) . (1.10) 

Indiquons que le commutateur de deux champs tangents d'une base de coordonnees {9^} 
est nul. A I'inverse, etant donne D champs tangents non nuls, lineairement independants en 
chaque point et qui commutent entre eux, il est possible de trouver un systeme de coordonnees 
dans lequel ces vecteurs forment une base de coordonnees. Precisons egalement que dans un 
systeme de coordonnees, les composantes du commutateur [v, w] sont donnees par 

[v, w]" = v^d^w^" - w^d^v" . (1.11) 



Concluons par I'objet central de la Relativite Generale : la metrique. 



1.2 Elements de geometrie differentielle 
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Definition 1.7 (metrique) Une metrique est un tenseur g de type (0,2) sur Vp 

- symetrique : \/u,v G Vp ,g{u,v) = g{v,u) 

- et non degenere : Vt" G Vp , g{u, f ) = ^ m = . 

Quand la signature de la metrique est (+, +,...,+), la metrique est dite riemannienne et 
lorsque la signature est (— , +,...,+), elle est qualifiee de lorentzienne ou pseudo-riemannien- 
ne ; la signature correspond aux signes des valeurs propres de g. La metrique se decompose 
done sous la forme suivante sur une base de 1-formes 

^ = ^^,dx^ ® dx" . (1.12) 

Cependant, il est plus courant d'utiliser la notation ds^ = (y'^jydx'^dx^ a la place de (1-12) 
afin de souligner que cet objet fournit la notion de distance infinitesimale. En Relativite 
Generale, la metrique devient un objet dynamique qui generalise le potentiel de gravitation 
de la Mecanique Newtonienne. Nous sommes desormais en mesure de formuler un premier 
axiome pour la Relativite Generale : 

Axiome 1.1 L'espace-temps est une variete differentielle reelle de dimension 4 munie d'une 
metrique lorentzienne. 

1.2.2 Connexions, geodesiques et courbures 

Nous avons vu qu'un tenseur en un point P de et un autre en un point Q ne peuvent 
etre combines de maniere tensorielle. Par consequent, I'operation de derivation sur les tenseurs 
n'est pas simple a definir. Void sa definition : 

Definition 1.8 (derivee covariante) L'operation de derivation sur un champ tensorielC°° 
de type {k,l), notee V, fournit un champ tensoriel de type {k,l + 1). V est aussi qualifiee de 
derivee covariante et est usuellement notee par abus. Elle verifie les proprietes suivantes : 

- la linearite, 

- la regie de Leibniz, 

- la commutativite avec I'operation de contraction, 
-VtGVp,V/G^,t(/)=t'^V^/ 

- etV/G^,V^V,/ = V,V^/. 

Cette derniere propriete correspond a I'absence de torsion dans la definition de la derivee 
covariante. En effet, il existe des theories modifiees de la gravitation en presence de torsion 
comme celle dite Einstein- Cartan, pour une revue sur le sujet le lecteur pourra consulter 
[10]. En utilisant cette definition formelle, il est alors possible de montrer qu'il existe un champ 
r^i,, appele la connexion ou le symbole de Christoffel, qui donne explicitement Faction de la 
derivee covariante sur un champ tensoriel. Par exemple, la derivee covariante d'un tenseur T 
de type (1, 1) est donnee par 

V,T"^ = d,T-p + r^^T'^^ - T^^T^ . (1.13) 

Les regies de contraction de cette egalite se generalisent a des tenseurs de rang plus eleve. 
Par ailleurs, la connexion est symetrique, c'est-a-dire F^^^ = F(^^ ; cela provient de I'absence 
de torsion. Precisons egalement que la connexion ne verifie pas la loi de transformation des 
tenseurs (1.9). Introduisons aussi la notion de transport parallele : 
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Definition 1.9 (transport pairralele) Un champ tensoriel de type {k, I) est dit transporte 
parallelement le long d'une courbe 7 si 



D 
dA 



^'^"••''^,...=^"v,^'^-'^^^...,, = (1.14) 



ou t^ est un vecteur tangent a ^ et X designe un parametre de 7. 

Pour le moment, il existe a priori plusieurs choix possibles pour la connexion. Cependant, 
etant donne une metrique g^^, il y a un choix naturel. Considerons deux vecteurs et w'^ 
transportes parallelement le long d'une courbe 7 et demandons que leur produit scalaire 
g^iyV^w'^ reste inchange le long de 7, alors necessairement V pg^i, — 0. II s'ensuit le resultat 
suivant : 

Resultat 1.2 Etant donne une metrique g^^ et une derivee covariante V sans torsion veri- 
fiant V pg^n — 0, il existe une unique derivee covariante dont la connexion est donnee par 

= Ig'" id,9ua + d^g^ - d,g,,) . (1.15) 

Dans toute la suite, nous travaillerons avec une telle connexion dite de Levi-Civita. Formulons 
ainsi un second axiome a la theorie de la Relativite Generale : 

Axiome 1.2 A la metrique de I'espace-temps s'ajoute une connexion symetrique Fj^j, tel que 

VpQt^u = . (1.16) 

Nous sommes desormais en mesure d'etudier des trajectoires de I'espace-temps. Interessons 
nous a une classe privilegiee de courbes de M. : les geodesiques. 

Definition 1.10 (geodesique) Une courbe de M. est une geodesique si elle extremise la 
distance entre deux points de M. . 

Soit 7 une courbe donnee par la parametrisation x^{X). La distance entre deux points P et 
Q le long de cette courbe est donnee par 

rQ 

1 = ^±g^,x^^x-dX (1.17) 

ou = Le signe dans la racine carree est + pour une courbe de genre-espace et — pour 
une courbe de genre-temps, Notons que la quantitc / est invariante sous la reparametrisation 
A — )■ A'(A). La courbe pour laquelle / atteint un extremum est determinee en resolvant 
I'equation d'Euler-Lagrange 

^^''^ (1.18) 



dA ydx"/ dx"" 

avec le lagrangien L{x^,x^) — -^^gi^^xf^x^ . Nous determinons ainsi I'equation de geodesique 

x" ^Vl^x^x^ = k{X)x'' (1.19) 



1.2 Elements de geometrie differentielle 
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avec = ^^x^- H est possible de I'ecrire sous la forme u^V pu"' = ku°' avec -u" = x°'. Afin 
de simplifier I'equation de geodesique, il est loisible de choisir le temps propre r, defini par 
dr^ = —g^^dx^^dx" , comme parametre A pour une geodesique de genre-temps ; et de choisir 
la distance propre s, definie par ds^ = gfj,udx'^dx'^ , comme parametre A pour une geodesique 
de genre-espace. Dans ce cas, I'equation de geodesique s'ecrit 

u^Vfsu'^ = , (1.20) 

c'est-a-dire que le vecteur tangent u°' est transporte parallelement le long de la geodesique. 
Quelque soit le parametre, les equations de geodesique sont invariantes sous la reparametrisa- 
tion A — )■ aA + 6. Les parametres relies par une telle transformation aux parametres r et s sont 
appeles parametres affines. Notons aussi que I'equation (1.20) est restauree en considerant le 
lagrangien L' = \g^yX^x" , ce qui fournit une methode rapide pour calculer en pratique des 
symboles de Christoffel. Pour des geodesiques de genre-lumiere, I'equation dite de geodesique 
est donnee par m^V^m" = km" pour des raisons de continuite. Cependant, puisque s = r = 
dans ce cas, il faut utiliser le parametre affine A* defini par 

dA* 

— = exp y K (1.21) 

pour retrouver I'equation (1.20). Precisons egalement que le long d'une geodesique 7 para- 
metrisee par un parametre affine, la norme du vecteur tangent e = u'^Ua est constante le long 
de 7, en effet 

^ = (m°m„) = 2uc,u^Wpu'' = . (1.22) 

dA 

Nous pouvons desormais ajouter un autre axiome a la theorie de la Relativite Generale : 

Axiome 1.3 // existe des courhes privilegiees de I'espace-temps : 

- les particules litres voyagent le long des geodesiques de genre-temps 

- et les rayons lumineux decrivent des geodesiques de genre-lumiere. 

Nous pouvons maintenant apporter une formulation precise du principe d'equivalence. En 
un point P de I'espace-temps, il est toujours possible de trouver un systeme de coordonnees 
x'" tel que g^ii^/{P) = rj^j^iyi et r|^,j^,(P) = ou rj^iyi = diag(— 1, 1, 1, 1) est la metrique de 
Minkowski. Ce systeme de coordonnees est dit localement inertiel en P puisque I'equation de 
geodesique se reduit a = au voisinage de P. Les forces d'inerties induites par la connexion 
sont ainsi supprimees et la particule ne voit pas la gravite autour du point P dans ce systeme 
de coordonnees. Cependant, il n'est pas possible d'annuler les derivees de la connexion en P. 
Par consequent, une experience non-locale permet de voir la gravite. Revenons a I'experience 
de pensee de I'astronaute dans sa fusee sans fenetre pour illustrer ce propos. Dans la premiere 
situation, la fusee est au repos sur Terre. Dans la seconde, la fusee se deplace par rapport 
a un observateur inertiel avec une acceleration —g. Tant que I'astronaute se limite a des 
experiences locales, il ne pent pas distinguer ces deux situations ; cependant s'il lache deux 
masses a la meme hauteur, il pourra les differencier : dans la premiere situation, les deux 
masses se rapprochent I'une de I'autre durant leur chute car elles se dirigent vers le centre de 
la Terre ; alors que dans la seconde situation, elles restent a distance fixe I'une de I'autre. 

Afin de decrire precisement cette experience, nous avons besoin d'introduire le tenseur de 
Riemann : 
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Definition 1.11 (tenseur de Riemann) Pour toute 1-forme ui^, le tenseur de Riemann 
est defini par 

(V^V, - V,V^) CO, = R^,^ '^uj, . (1.23) 
En utilisant la regie de Leibniz de V, le lecteur pourra montrer que, pour tout champ tangent 

(V^V. - V.V^) v'^ = -R.^/v'^ (1.24) 

et que le resultat se generalise aisement pour tout champ tensoriel. Soulignons egalement 
I'existence des proprietes suivantes 

R[^.up{ = , (1.26) 

quelque soit le choix de I'operateur V. De plus, puisque la connexion est choisie telle que 
^pQnu = 0, 

Rfivpa — Rp,vap ■ (l"27) 

De toutes ces proprietes, il s'ensuit la symetrie suivante pour le tenseur de Riemann 

R^i/pa Rpcrfxv • (1"28) 

Avec toutes ces symetries, le tenseur de Riemann possede ^ ''^2~^^ composantes indepen- 
dantes. Donnons egalement un resultat important appele identite de Bianchi 

^[.Rupw = ■ (1-29) 

Revenons alors sur I'experience de pensee precedente pour donner une signification geo- 

mctriquc du tenseur de Riemann en derivant I'cquation dite de deviation des geodesiques. 
Considerons deux geodesiques 70 et 71 parametrisees par x"(t) ou t est un paramctre affine. 
Introduisons une famille de geodesiques 7^ qui interpole les courbes 70 et 71 avec s G [0, 1] tel 
que 7s=o — 7o et 7^=1 = 71. Toutes ces geodesiques peuvent alors etre decrites par la para- 
metrisation x°(s, t) ou s designe une geodesique et t est un parametre affine le long de 75. Le 
vecteur u" = est tangent aux geodesiques et satisfait u^V gu"" = 0. A t fixe, les courbes 
s — )■ x"(s,t) ont pour vecteur tangent = et la restriction de ce vecteur a la courbe 70 
est appele le vecteur deviation entre 70 et 71. Puisque = m'^V/?^" = ^'^V/jm", ce qui 
permet de montrer que le produit scalaire i'^Ua reste constant le long de 70, c'est-a-dire 

= . (1.30) 

dt ^ ' 

Par consequent, le vecteur deviation pent etre choisi orthogonal a m", = 0, le long de 

7o. Ceci justifie la denomination du vecteur deviation Nous desirous maintenant deriver 
r acceleration relative de 71 par rapport a 70 donnee par 

^ = u^v, Kv^r) (1.31) 



1.2 Elements de geometrie differentielle 
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ou les quantites sont evaluees sur 70. Dans I'espace-temps plat, ^^^^^ = puisque les geode- 
siques sont des droites ; en revanche pour une variete differentielle quelconque 

^ = -R",,suVu' (1.32) 

apres calculs. Le tenseur de Riemann caracterise done I'acceleration relative ou la force de 
maree entre deux geodesiques voisines. Pour calculer le tenseur de Riemann en pratique, il 
est utile d'introduire un systeme de coordonnees et ainsi : 

^ i^pa — ^ i^a,p ^ up,(T ^ ^ ua^ pS ^ up^ aS ■ l^i.OOJ 

Introduisons egalement le tenseur de Ricci defini par 

Rpu = (1.34) 

qui donne la contribution de la trace du tenseur de Riemann. Ce tenseur est symetrique et 
sa trace est appelee la courhure scalaire 

R = Rf"^ (1.35) 

qui est done un invariant. Quant a la partie sans trace du tenseur de Riemann, elle est donnee 
par le tenseur de Weyl, note C^^vpa-, qui est defini pour toutes varietes de dimensions D >?> 
par 

2 2 
R^lvpa = C^upa + jj _2 {9iJ.[pRo\u ~ 9u[pR(7]^?} — _ -^^^jj _ 2) '^^^[''^'^l^ ■ (1.36) 

Toute contraction de ce tenseur est nulle. II partage egalement les symetries (1.25), (1.26) et 
(1.27) du tenseur de Riemann. Le tenseur C^^^ " possede aussi la propriete remarquable d'etre 
invariant sous une transformation conforme g^^^y — )■ Q'^gfj,^ ou Q est une fonction C°°(A^,]R) 
strictement positive. Indiquons egalement que le tenseur de Weyl est nul en dimension 3. 

Concernant le vocabulaire, une variete de dimension D est qualifiee d'espace d'Einstein 
si son tenseur de Ricci verifie 

R^.u = ^R9^. ■ (1-37) 

Nous pouvons aussi rencontrer une contrainte plus forte : une variete est dite a courhure 
constante si son tenseur de Riemann verifie 

RpLvpX = j^^j^ _ ^^R{9p.p9uX - 9px9up) ■ (1.38) 

Par consequent, une variete a courbure constante est un espace d'Einstein. Enfin, introduisons 
un objet important qui est le tenseur d'Einstein defini par 

Gfj,u = Rpu — -^R9pv (1.39) 

et qui verifie I'identite de Bianchi 

W^C" = (1.40) 

d'apres I'equation (1.29). Cette identite joue un role important dans V equation d'Einstein 
que nous etudierons dans la prochaine section. Elle permet aussi de montrer qu'un espace 
a courbure constante admet necessairement une courbure scalaire constante. Passons main- 
tenant a un autre formalisme pour determiner la connexion et la courbure d'une geometrie 
courbe. 



14 



Chapitre 1 : La Relativite Generale 



1.2.3 Formes difFerentielles et formulation de Cartan 

Dans cette sous-section, nous allons nous interesser a I'ensemble des tenseurs totalement 
antisymetriques de type (0,p), qui est une classe de champs tensoriels tres utile en pratique et 
notamment pour la theorie de Lovelock que nous presenterons a la section 3.1. Ces tenseurs 
sont aussi appeles des p-formes et I'ensemble de ces champs tensoriels est note A^(A1). Ainsi 
A^(A^) correspond au fibre cotangent V*. Par la suite, nous etudierons a la section 2.3 
des trous noirs en presence de p-formes. Le lecteur pourra se tourner vers [11] et [12] pour 
une presentation plus complete de ce formalisme. Commengons par introduire le produit 
exterieur : 

Definition 1.12 (produit exterieur) Soit {dx^} une base duale de Vp en un point P 
d'une variete M. de dimension D dans un systeme de coordonnees ip. Le produit exterieur 
est defini par 

dx''' A ... A dx''" = e((T)da;''-(i' O ■ ■ ■ ® dx''^'^"^ (1.41) 

oil k &W et (5fc designe I'ensemble des permutations de |1, kj. 

De cette maniere, il est loisible de decomposer une p-forme u de la fagon suivante 

OJ = ^u^,,„^^dx^'' A ... A dx''^ . (1.42) 

En particulier, le produit exterieur est bilineaire, associatif et 

G AP{M) , Vr] G A'^iM) ,ujA7]= {-in A uj . (1.43) 

Remarquons egalement que la dimension de I'espace A^(A^) est = ^^^^^^i^y pour tout p de 
|0,D] et AP{M) = si p > D en particulier. Les espaces A^'(A^) et A^~p{M) ont done la 
meme dimension. Dans la suite, nous restreignons notre attention a des p-formes infiniment 
differentiables appelees formes differentielles et nous continuous a noter cet ensemble AP{Ai) ; 
precisons que A°{M) = J=. Enfin, I'ensemble A''(A^) = 0p>oA^(A^) est appele Valgehre 
exterieure de Cartan des formes differentielles. 

Introduisons maintenant un operateur differentiel qui permet de passer d'une p-forme a 
une {p + 1) -forme : 

Definition 1.13 (derivee exterieure) Pour toute p- forme differentielle uj, la derivee ex- 
terieure d : A^(A^) — 7- A'^^^{Ai) est definie par 

1 

do; = ^duU}f,^,„f,^dx'' A dx^^ A ... A dx^^ . (1.44) 

II en decoule la propriete suivante : 

Va G AP{M) , V/3 G A\M) ,d{a A P) = da A (3 + {-Ifa A d/3 . (1.45) 

Remarquons egalement I'importante propriete d o d = 0. Concernant le vocabulaire, une p- 
forme u est dite fermee si da; = et I'ensemble des p-formes fermees est usuellement note 
ZP{M) = Ker (d : Ap{M) A^+^M)). Quant a I'ensemble Im (d : Ap-\M) Ap{M)), 
qui est note BP[Ai), il est constitue de p-formes dite exactes. En particulier Bp{M.) C Zp{M.). 
Donnons le resultat important suivant : 
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Resultat 1.3 (Poinccire) Le theoreme de Poincare dit que 

BP (M^) = ZP (M^) . (1.46) 

Definissons egalement le p-ieme groupe de cohomologie de De Rham, note Hp{A4), defini par 

HP{M) = ZP{M)/BP{M) = {uj + BP{M)}^^znM)- (1-47) 

La dimension de cet espace est appelee le nombre de Betti, note bp. Par exemple, la suite 
(6p)i<p<„ des nombres de Betti pour la sphere 5*" est (1,0,..., 0, 1). 

Nous avons precedemment remarque qu'il existe une dualite entre les espaces Ap(A^) et 
A.^~P[M.). Introduisons alors un operateur qui transforme unep-forme en une (Z^— p)-forme : 

Definition 1.14 (dualite de Hodge) Soit {dx^} une base duale de Vp en un point P 
d'une variete M. dans un systeme de coordonnees ip. Le produit ★ : A^(A^) A^~P{Jli) 
est defini de la fagon suivante 

-k {dx"^ A ... A dx^"^) = ^ p)! ^^'"'^'' /.p+i.-.^.o^^'"''^' A ... A dx'"' (1.48) 

ou e^j...^^ est le tenseur dualiseur ou tenseur de Levi-Civita defini par e^^...^^ = ^A9\^ij-i--ij-d- 

Precisons que efj^^...njj qui est totalement antisymetrique dans ses D indices, avec ei...D = 1, 
n'est pas un tenseur. Pour toutc forme differentielle u € Ap{A4) ,-k{-ku) = ±{—iy^^~P^uj 
ou ± designe le signe + si est variete riemannienne et le signe — si Ai est une variete 
lorentzienne. Donnons egalement la propriete utile suivante : 

Va, p e AP{M) , a A = /? A = ^a^.^.^^P"'-^^ * 1 (1.49) 

ou -kl — -^en^,„njydx^^ A ... A dx^° — ^/\g\dx^ A ... A dx^^e est appele la forme volume de 
la variete A4. 

Avec ces definitions, nous pouvons egalement construire une application d : {M.) 
AP~^ (M.) definie par 6 = ±(— 1)^*^^+^^ ★ d* ou ± designe le signe + pour une variete rie- 
mannienne et le signe — pour une variete lorentzienne, 5 est appelee la co-differentielle. Le 
laplacien A sur une variete pent alors etre construit de la maniere suivante A — do 5 + S o d 
et une p-forme differentielle co est dite harm,onique si Acj = 0. Precisons qu'une forme u est 
harmonique si et seulement si elle est fermee et co-fermee, c'est-a-dire dcu — et Scu — 
respectivement. 

Equations de structure de Cairtan 

Nous sommes desormais en mesure de presenter les elegantes equations de structure de 
Cartan qui nous seront d'une aide precieuse pour presenter la theorie de Lovelock. Conside- 
rons une variete differentielle de dimension D munie d'une metrique. Puisque la metrique est 
symetrique et reelle, le tenseur g^j^y est orthogonalement diagonalisable et se decompose sous la 
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forme g^^, — e^^rjAB^^i, ou tiab = diag(— 1, 1, . . . , 1) si est lorentzienne et tjab — Sab si M. 
est riemannienne. Les = c^dx^, appelees les tetrades, constituent une base orthonormale 
de Vp en chaque point P de ; en effet la metrique est donnee par 

9 = VABe^ (8) . (1.50) 

Donnons aussi la relation utile r]^^ = g^'^e'^^e^^ et precisons que les 1-formes e"^ ne sont pas 
forcement des formes exactes. Introduisons la base {Ea} de Vp qui est duale de {e"^} et qui 
decomposee sous la forme Ea = E^^d^ verifie les relations E/e^^ = 6^ et r]^^E/E^ = g'^'". 
Les indices grecs sont montes ou descendus avec la metrique g^^j, et les indices latins avec la 
metrique tjab- Ajoutons un outil de calcul pratique pour notamment determiner les densites 
lagrangiennes dans la theorie de Lovelock par exemple. Introduisons les {D — A;)-formes 

eX...A, = * (e^i A ... A e^J = ^^^^eA,...A,A,+,...Ane''^^ A ... A (1.51) 

ou cai, = TiAt,Bk^^^ 6t par convention e* = A . . . A correspond a la forme volume de la 
variete. Le lecteur pourra alors montrer la regie de calcul suivante tres utile 

A e:,,..^, = SleX...A,., - Sl_^eX...A,_.A, + ■■■ + {-lf-'SleX...A, ■ (1-52) 

Donnons maintenant les equations de structure de Cartan : 

Definition 1.15 (formulation de Cartan) La 1-forme a;^, appelee la connexion de spin 
affine, est definie par 

de^ + a;^BAe-^ = r^ , (1.53) 

oil est appelee la 2- forme de torsion. Quant a la 2-forme de courbure, notee elle est 
donnee par 

e\ = + u^c A oj^B ■ (1-54) 

La 2-forme de courbure permet de remonter au tenseur de Riemann introduit ulterieurement 
par les relations 

= iR^CDe"" A = \rXAx^ a dx^ (1.55) 

ainsi 

= R\.E^e^^ . (1.56) 

Dans le langage precedent, nous avons introduit une derivee covariante V sans torsion, ce 
qui a permis d'obtenir des symboles de Christoffel symetrique F^^ = F^^. Dans le langage de 
Cartan, ceci correspond a considerer que la 2-forme de torsion est nuUe, T"^ — 0, ce que nous 
choisirons dans la suite. Nous avons aussi considere une connexion verifiant V pg^iv — 0, cette 
propriete est traduite ici par la symetrie suivante pour la connexion de spin 

(^AB = <^BA , (1-57) 

cette derniere est alors qualifiee de connexion de spin de Levi-Civita. 
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Varietes kahleriennes 

Pour finir cette sous-section, nous allons revenir brievement au cas des varietes complexes 
en presentant notamment les varietes dites kahleriennes que nous utiliserons a la sous-section 
2.3.4 en particulier. Fournissons d'abord quelques definitions : 

Definition 1.16 (structure complexe) Soit V un espace vectoriel reel de dimension paire 
ou un espace vectoriel complexe. V possede une structure complexe s'il existe un endomor- 
phisme de V, note J, tel que J o J = —Id. 

Definition 1.17 (structure hermitienne) Soit V un espace vectoriel muni d'une struc- 
ture complexe J. Une structure hermitienne est une application h qui pour tout element {u, v) 
de V"^ associe un nombre complexe h{u, v) verifiant 

- Va, 6 G C , Ww G V , h{au + bv, w) = ah{u, w) + hh{v, w) , 

- h{u, v) = h{v, u) 

- et h{Ju,v) = ih{u,v) . 

Nous pouvons desormais considerer une variete complexe Ai. Cette derniere est qualifiee de 
variete hermitienne s'il existe pour tout point de Ai une structure hermitienne h definie sur 
I'espace tangent lui-meme muni d'une structure complexe, il est d'usage de parler de structure 
presque complexe dans ce cas. Si {xa,ya) designe un systeme de coordonnees reelles alors il 
est loisible de considerer aussi les coordonnees conjuguees Za = + iya et = x^ — it/a- 
Ainsi, nous associons a cette variete une metrique hermitienne via la relation 

h = h^^dz" ® dz^ (1.58) 

ou h^i^ = h{da,dp) avec des notations evidentes. II est courant de noter g = ^{h + h) la 
partie reelle de h, par consequent g = \haj3 (dz° ® dz^ + dz^ ® dz") ; ei u = ^{h — h) = 
^hai^dz°' A dz^ est I'oppose de la partie imaginaire de h, cette 2-forme reelle est appelee la 
forme de Kdhler. Par construction, nous avons h = g — iuj. En fait, a partir de la metrique 
reelle g et de la structure presque complexe J, il est possible de construire u par la relation 
uj{u, v) = g{Ju, v) pour tout u, v du fibre tangent, puis de construire la metrique hermitienne. 
II est possible aussi de commencer avec la forme de Kahler u en remarquant que g{u,v) = 
oj{u, Jv). Terminons par la definition suivante : 

Definition 1.18 (variete kahlerienne) La metrique d'une variete hermitienne M. est dite 
de Kdhler si la forme de Kdhler uj est fermee, c'est-d-dire do; = 0. Dans ce cas, M. est qualifiee 
de variete kahlerienne. 

En fait, uj est meme harmonique dans ce cas. Avec une metrique de Kahler, toutes les formes 
Afe=i pour n G 11,1^/2] ou D est la dimension reelle de la variete, sont harmoniques. 
Citons M^, S*^ et les espaces projectifs <CP^ comme exemples de varietes kahleriennes. Le 
lecteur pourra consulter [13] pour de plus amples details sur les varietes complexes. 
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1.2 A Diffeomorphismes, derivee de Lie et vecteurs de Killing 

Nous verrons qu'il est bien souvent necessaire d'imposer certaines symetries pour trouver 
des solutions a I'equation d'Einstein. Cette sous-section a pour objectif de definir d'une 
maniere relativement precise les quantites qui decrivent ces symetries. 

Considerons dans un premier temps deux varietes Ai et M.' munies de leurs cartes {ipi} 
et {ip[} respectivement. Une fonction : — )■ A4.' est dite C°° si pour tout i et j, 'ij/j o d o 
est C°°. Ainsi, si 4> : M. ^ M.' est C°°, bijective et cf)^^ est aussi, alors cf) est appele un 
diffeomorphisme et la variete A4 est dite diffeomorphe a A4'. Puis, introduisons un groupe de 
diffeomorphismes d un parametre (f)t qui est defini comme une fonction de IR x — >■ 
tel que Vt G M, 0f : — )■ soit un diffeomorphisme et Vs, t G M, 0* o 0^ = (f)t+s- Un champ 
tangent v pent alors etre associe a (pt de la maniere suivante. Pour chaque point P de Al, 
0i(P) : M — )■ Af est une courbe appelee orbite de (pt passant par P a t — 0. En particulier, 
il existe un vecteur dans Vp tangent a cette courbe en t — 0. Ainsi, a chaque groupe de 
diffeomorphismes a un parametre est associe un champ tangent v, qui est aussi qualifie de 
generateur infinitesimal pour cette transformation. 

A partir d'un diffeomorphisme de Al dans Al, il est possible de construire naturelle- 
ment une fonction 0* sur les champs tensoriels. Nous ne detaillons pas volontairement cette 
construction ici. Ainsi, pour tout champ tensoriel T, nous pouvons comparer T avec (f)*T ; si 
CCS deux quantites sont egales alors est une symetrie pour le tenseur T. En particulier, si 
T est le tenseur metrique g et (ffg = g, alors la symetrie est qualifiee dHsometrie. Passons a 
un autre type de derivation qui va permettre de comparer T et 4>*T : la derivee de Lie. 

Soit (pt un groupe de diffeomorphisme a un parametre, genere par un champ tangent v et 
T G T{k, I), la derivee de Lie selon v est alors definie par 



£vT>''->'\^_„,^ = lim ^ "^^^^ ^ (1.59) 



ou chaque tenseur est evalue au meme point. Avec cette definition, £y est lineaire sur les 
tenseurs, verifie la regie de Leibniz et V/ : A4 — )■ R, = f (/). Nous remarquons aussi que 

si (pt est une symetrie pour un tenseur alors la derivee de Lie de ce tenseur selon le generateur 
infinitesimal de cette transformation est nuUe. En utilisant la derivee covariante V, il est 
possible de montrer que 

£,S'', = vPVpS^', - S'^.VX + S%V,vP (1.60) 

pour un tenseur S de type (1,1) ; les regies de contraction de cette egalite se generalisent a 
des tenseurs de rang plus eleve. 

Concernant le vocabulaire, un tenseur T G T(A;, /) est dit Lie transporte le long d'une 
courbe 7 parametrisee par x^(A) si sa derivee de Lie selon le vecteur tangent u'^ — ^ a 
cette courbe est nuUe. Si nous choisissons un systeme de coordonnees tel que — X sur 7 et 
avec les autres coordonnees constantes sur 7 alors u'^ — 5i ; nous indiquons par * que nous 
utilisons un systeme de coordonnees particulier pour ecrire cette egalite. Ainsi, nous avons 
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Par consequent, si ce tenseur est Lie transporte, il ne depend alors pas de la coordonnee x^. 
Inversement, si dans un systeme de coordonnees un tenseur ne depend pas d'une coordonnee 
alors la derivee de Lie selon = 5^ s'annule. 

En particulier, si dans un systeme de coordonnees, les composantes de la metrique ne 
dependent pas de x^, alors £(^g^i, = avec ^ = di. Dans ce cas, le vecteur ^ est appele un 
vecteur de Killing. Un vecteur de Killing ^ doit done verifier I'equation dite de Killing 

V(^e.) = . (1.62) 

Une propriete remarquable des vecteurs de Killing est qu'ils permettent de determiner des 
constantes du mouvement associees a une geodesique : 

Resultat 1.4 Soit C, un vecteur de Killing et 7 une geodesique parametrisee par x'^{t) ou t 
est un parametre affine et u un vecteur tangent. Le produit scalaire ^^u^ est constant le long 
de 7. 

En effet, u'^Vp {u^^^) = S,^u^'W yU^ + u^u^'W u^^j,-, le premier terme est nul d'apres I'equation de 
geodesique (1.20) et le second terme aussi etant donne I'antisymetrie de V^^j, d'apres (1.62). 
Le lecteur pourra deriver egalement I'egalite suivante 



V^V^^p = (1.63) 

qui permet notamment de montrer qu'il y a au plus D + = ^(^^+^) vecteurs de Killing 

lineairement independants dans une variete de dimension D. Enfin, un espace-temps est dit 
maximalement symetrique s'il possede ^^^^^"f vecteurs de Killing. 



1.2.5 Hypersurfaces 

Presentons ici un autre theme. Quand nous aborderons le formalisme lagrangien et ha- 
miltonien et les conditions de jonction, nous serons notamment en presence d'hypersurfaces 
plongees dans une variete M. de dimension D. Dans cette sous-section, nous allons done de- 
finir des quantites intrinseques a I'hypersurface et des quantites extrinseques ; ces dernieres 
indiquent comment I'hypersurface est plongee dans M.. Nous restreignons notre attention a 
des hypersurfaces de genre-espace ou de genre-temps. Le lecteur pourra se tourner vers [14] 
pour etudier des hypersurfaces de genre-lumiere. 

Une hypersurface, notee S, est une sous- variete de dimension D — 1, qui pent etre decrite 
par une contrainte 

<^{x^) = (1.64) 

ou x^ represente un systeme de coordonnees de TW, ou par des equations parametriques sous 
la forme 

x^' = x^{y^) (1.65) 

en introduisant un systeme de coordonnees y"- intrinseques a I'hypersurface ou a G |1, D — 1]. 

Introduisons un vecteur normal a S, note ra^ et imposons le unitaire, c'est-a-dire n'^n^ = e 
avec e = —1 pour une hypersurface de genre-espace et e = 1 pour une hypersurface de genre- 
temps. Remarquons d'abord que 9^$ est normal a S, ainsi en imposant que le vecteur n^^ 
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pointe dans la direction qui augmente la valeur de c'est-a-dire n^^d^^ > 0, le vecteur 
normal unitaire est donne par 

n. = Z*^^*^ . (1.66) 

Premiere forme fondamentale 

Nous allons maintenant determiner la metrique intrinseque a I'hypersurface. Pour cela, 
introduisons dans un premier temps les D — 1 vecteurs 

qui correspondent aux vecteurs tangents aux courbes x^i^y""^ contenues dans S. Ainsi, par 
cette construction, ces vecteurs sont normaux a n", c'est-a-dire : e^ria = 0. Puis, nous pouvons 
alors determiner la restriction a S de la metrique de Jv[ par 

Par consequent, la metrique induite ou aussi appelee premiere forme fondamentale est donnee 
par 

hab = Oanelel . (1.69) 

Precisons que la metrique induite est un scalaire sous un changement de coordonnees d'espace- 
temps x'" ; en revanche, du point de vue de la sous-variete S, elle suit la loi de 

transformation d'un tenseur (0,2) sous le changement de coordonnees y"- — )■ y'"-. Pour etre 
complet, donnons egalement la relation 

g^P = eren^ + h'^^'^el (1.70) 

ou h"^ est r inverse de la metrique induite, nous introduisons aussi la notation hP"^ — h^'^e^e^. 
h"rj constituc ainsi une projection de Tp(A4) sur T'p(E) oil P est un point de la variete M.. 
Partant d'un tenseur T e Tp(A;, /) de la variete le tenseur 

^11 ~ m • • • • • • '^A ^ '^i-'^i \^-'^) 

est dit tangent d I'hypersurface S, etant donne que toute contraction entre T|p"'"^^ et 
le vecteur normal est nulle. Un tenseur iS'"'^' ' tangent a I'hypersurface pent alors etre 
decompose sur la base des vecteurs tangents de la maniere suivante : S*"^'" = S^-^'-e^e^ • • • ; 
de cette maniere S"'^- est un scalaire vis-a-vis de la variete M. et c'est un tenseur du point 
de vue de E. 



Seconde forme fondamentale 

Etant donne la metrique induite, toute la geometric intrinseque de S pent alors etre 
construite en determinant la connexion et les tenseurs de courbures intrinseques a S que 
nous avons rencontres dans les sous-sections precedentes. Nous devons desormais preciser 
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comment E est plongee dans A4. Pour cela, nous allons introduire la courbure dite extrinseque 

qui decrit ce plongement. Considerons un vcctcur tangent a I'hypersurface qui verifie alors 
j^a _ ^"e", A^Ua = ct Aa = A^c'^. En notant Vy et rjl^j^ la derivee covariante et les 
symboles de Christoffel associes a S, Vya^fe = daAi, — V^^^^^A^ par definition, puis apres 
calculs nous trouvons V||a^6 = (Vo-Ag) e"e^. V||aAfe correspond done a la partie tangentielle 
de e'^VaAp. Mais, quelle est sa partie normale? Le lecteur pourra montrer que e^V^A" = 
(VjifoA'^) - KahA^n"^ avee 

Kab^{Vanp)eyl (1.72) 

appelee courbure eoctrinseque ou seconde forme fondamentale. En remarquant que les D — 1 
vecteurs Sa — e^da sont Lie transportes le long des courbes x^{y"-), e'est-a-dire £ea^h — 0' ®^ 
que e'^ria — 0, nous etablissons la symetrie suivante Kab — K},a, ainsi 

= ey.V^an^) = le^b^nga^ . (1.73) 

lUustrons le caractere extrinseque de ce tenseur avec les deux exemples suivants. Considerons 
d'abord le cas de E = 5"^ une sphere de rayon R plongee dans munie de la metrique 
ds^ = dr^ + r^d6^ ecrite en coordonnees polaires. E est parametrisee par r = i?, la normale 
unitaire est n = n^da;" = dr et I'unique vecteur tangent est eg = dg. La trace de la courbure 
extrinseque, qui est un invariant, vaut alors K = = 1/R, qui est simplement la courbure 
de la sphere. En revanche, si nous considerons S = 5*^ plongee dans S'^ munie de la metrique 
ds^ = dO'^ + sin^ ^d0^ ecrite en coordonnees spheriques avec E parametrisee par (f) — (f)o ou 
00 est une constante, alors un calcul similaire donne le resultat intuitif K — 0. 

Terminons cette sous-section par le theoreme de Stokes : 

Resultat 1.5 (Stokes) Considerons un compact U de M. avec une frontiere dU . Pour tout 
champ tangent A^, 

I V^^l'^V^d^x = / A^<m^ (1.74) 

JU JdU 

oil I'element de surface oriente est donne par dS^ = en^dE avec dE = ^/\h\d^~^y la forme 
volume de dU , nous ne discutons pas volontairement du cas ou la frontiere est de genre- 
lumiere. 

Ce resultat se generalise avec des formes differentielles. Si J\4 est une variete de dimension p 
avec une frontiere dA4 alors pour toute (p — l)-forme uj, nous avons 

/ duj^ <h UJ . (1.75) 

JM JdM 

1.3 Les equations du mouvement 

Dans la section precedente, nous nous sommcs interesses aux quantites cinematiques. 
Nous devons maintenant donner la dynamique qui regit la theorie de la gravitation. Celle-ci 
va etre donnee par la fameuse equation d' Einstein. 
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1.3.1 L'equation d'Einstein 

Avant de donner l'equation d'Einstein explicitement, esquissons quelques motivations qui 
ont mene a I'etablir. A travers l'equation (1.32), nous avons determine la force de maree 
entre deux particules decrivant des geodesiques voisines, en reliant cette force au tenseur de 
Riemann. Par ailleurs, pour de faible champ gravitationnel et pour des particules se deplagant 
a des vitesses faibles devant celle de la lumiere, la theorie de la gravitation d'Einstein doit 
restaurer la theorie Newtonienne. Considerons alors deux particules-test proches dans le 
cadre de la Mecanique Newtonienne, la premiere parametrisee par x^{t) et la seconde par 
+ C{t)- En introduisant le potentiel gravitationnel 0, leur trajectoire est donnee par 



etx' + C = - ^ 
dx' 



(1.76) 



respectivement, les indices latins i et j sont ici purement spatiaux. Ainsi, en ne retenant que 
le premier terme lineaire en I'acceleration relative entre les particules est donnee par 

-i • 

Pour un tel mouvement, nous negligeons dans (1.32) les composantes ^ du vecteur tangent 
u'^ a la geodesique devant la composante ainsi nous etablissons la correspondance suivante 

i?'o,o ^ d'd,ct> . (1.78) 

En particulier, R^q^q est relie au laplacien du potentiel gravitationnel A0 qui est donne par 
l'equation de Poisson A0 = 4nGp avec p la densite volumique de masse. Puis, en remarquant 
que R^oiQ = R%fj_Q = Rqo = R^vU^u'^ ici et en supposant que la densite p so it donnee par 
T^yU^u'^ ou represente le tenseur energie-impulsion qui caracterise les proprietes energe- 
tiques de la matiere, nous sommes alors amenes a identifier le tenseur de Ricci au tenseur 
energie-impulsion (nous donnerons dans la prochaine sous-section une definition precise du 
tenseur energie-impulsion a partir du lagrangien qui caracterise la matiere). Cependant, A. 
Einstein rejeta cette identification qui ne permet pas d'obtenir la conservation du tenseur 
energie-impulsion V pT^^ = 0, en effet nous verrons en 1.3.3 que ce resultat doit etre verifie 
pour que Paction representant la matiere soit invariante sous les diffeomorphismes. Ainsi, 
connaissant I'identite de Bianchi (1.40), A. Einstein proposa le 25 novembre 1915 [15] la 
forme finale suivante pour l'equation qui porte son nom et qui constitue notre dernier axiome 
concernant sa theorie de la gravitation : 

Axiome 1.4 (equation d'Einstein) La metrique de I'espace-temps verifie l'equation 

G,u = ^T,y (1.79) 

en retablissant toutes les unites, ou c designe la vitesse de la lumiere dans le vide. 

Cette equation assure notamment la conservation du tenseur energie-impulsion. EUe pent 
aussi etre ecrite sous la forme 

SttG / 1 



= ( T,, - -g,,T ] (1.80) 
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ou T = T^'^. Le resultat newtonien est en fait restaure puisque dans cette limite T = —p = 
—T^yU^u'^ et par consequent Rfj^yU^u'^ = AtiGT^^u^u'^ . La premiere remarque est, qu'a travers 
I'equation (1.79), nous retrouvons en partie I'idee du principe de Mach. Une seconde remarque 
est qu'elle est non-lineaire et depend des derivees secondes de la metrique, ce qui explique la 
difficulte de trouver une solution. Enfin, precisons qu'en I'absence de matiere, la contribution 
de la trace du tenseur de Riemann est nuUe, c'est-a-dire R^i, = 0, ainsi les degres de libertes 
gravitationnels sont encodes dans le tenseur de Weyl (1.36). 

Soulevons un dernier point. Apres avoir determine une solution de I'equation d'Einstein, 
il est interessant de regarder le comportement d'une particule-test dans cette geometric a 
travers I'equation de geodesique (1.20). De nouveau, nous pouvons preciser ce que devient 
cette equation dans la limite newtonienne en considerant une particule-test se deplagant a 
une faible vitesse devant celle de la lumiere dans un champ gravitationnel quasi-stationnaire. 
II existe alors un systeme de coordonnees dans lequel g^i, = 7]^^ + /i^i, ou h^j^^ represente une 
perturbation de la metrique. Ainsi (1.20) devient = —\dihQQ apres calculs, or = —dicj) 
en Mecanique Newtonienne, il en resulte alors la relation 

(700 = -1-20, (1.81) 

puisque Qqq et tendent vers 1 et a I'infini respectivement. 



1.3.2 Le formalisme lagrangien 

Nous allons presenter dans cette sous-section la formulation lagrangienne de la Relativite 
Generale valable en dimension D > A. En plus de son elegance, ce formalisme est un point de 
depart possible pour formuler une theorie quantique de la gravitation en utilisant la methode 
de I'integrale de chemin. Nous prendrons notamment le soin de deriver les termes de bord 
apparaissant dans cette formulation, qui sont d'une importance capitale pour le chapitre 5 
abordant I'aspect thermodynamique des theories gravitationnelles. 

Considerons une theorie decrite par une collection de champs tensoriels definis sur une 
variete different ielle }A. Notons par ip un champ tensoriel de T{k, I) et posons S : ip ^ Slip] G 
M une fonctionnelle de ip. Soit {ipx} une famille, C°°, a un parametre, de champs tensoriels 
definis sur un compact U de Ai tel que VA ,ip\ = ipo sur dU. Nous introduisons egalement 
la notation 6ijj = De plus, supposons que ^^^^ existe et qu'il existe x ^ '7~(^; k) tel que 
^ = Jj^ X'^'^d^x, dans ce cas la fonctionnelle S est dite fonctionnellement differentiable et x 
est appelee la derivee fonctionnelle de S*, notee Puis, nous considerons une fonctionnelle 
S sous la forme 

S[^|J] = [ me (1.82) 
Jm 

ou C est une fonction qui en un point P de ne depend que de ipip et d'un nombre 
fini de derivees de evaluees en P. Le principe variationnel consiste a supposer que S est 
fonctionnellement differentiable et que les configurations du champ ip qui extremisent S, 

= 0, sont celles qui sont solutions de I'equation du champ ip en tenant 

compte de la condition de bord precisee au-dessus. Dans ce cas, S est appele V action et C la 
densite lagrangienne. 



c'est-a-dire ^ 
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En ce qui concerne la theorie de la gravitation, elle est decrite par la metrique ; plus 
precisement nous choisissons ipx = {g^'^)\ et Paction dite d' Einstein- Hilbert est la suivante 

Snign = f f RV^d^'x . (1.83) 

Ju Ju 

La variation de cette action est done 

^ = ^ [RS{V^) + ^g^^'SR,. + ^R.Jg'-''] d^x . (1.84) 

Puis, le lecteur pourra montrer que 6{y/—g) = —\^/—ggij.v5g'^^ et que la variation du tenseur 
de Ricci est donnee par 

g^'^'SR^, = (V^%, - gP'^V^Sgp,) . (1.85) 

^ V ' 

Ainsi, en utilisant le theoreme de Stokes (1.74), nous trouvons 

^ = / G.Jg^'^e + ef v'^n^di: (1.86) 
Ju JdU 

ou est le vecteur normal a dU defini dans la sous-section 1.2.5, e = —1 si dU est de 
genre-espace et e = 1 si dU est de genre-temps, nous ne precisons pas volontairement le cas 
ou dU est de genre-lumiere. Apres cela, en utilisant I'expression du vecteur v'^ evalue sur dU 
et le fait que 6gfj,i, = sur dU, le terme de bord devient f = —26K sur dU ou K est la 
trace de la courbure extrinseque de dU. Par consequent. Paction complete de la theorie de la 
gravitation couplee a la matiere en tenant compte des conditions de bord est 



S= R + 2e K + am Cm[g^.uA] , (1.87) 

Ju JdU Ju 

^ V ' 

SrnlgiJ.iJ,(l>] 

OU am est une constante de couplage ; precisons aussi que nous n'avons pas explicite la forme 
volume dans cette expression. Le terme de bord est appele terme de Gibbons-Hawking- York. 
Concernant Paction de la matiere Sm, il se pent que certains termes de bord apparaissent 
egalement en fonction des conditions de bord sur le champ 0, qui est ici un champ tensoriel 
decrivant la matiere. La variation de Paction S par rapport a la metrique reproduit alors 
Pequation d'Einstein (1.79) en definissant le tenseur energie-impulsion par 



dm 1 SS, 



Quant a la variation de 5* par rapport a (p, elle produit Pequation du mouvement du champ 
tensoriel 0. En partant de ce formalisme lagrangien, nous deriverons, dans le dernier chapitre, 
la version hamiltonienne en prenant toujours le soin de garder les termes de bord. 

Enfin, nous pouvons nous poser la question de Punicite de la theorie de la gravitation 
d'Einstein. Quelle est la theorie la plus generale construite a partir de la metrique g qui donne 
une equation du mouvement sous la forme Df^iy[g] = T^y ou D^,^ est un champ tensoriel qui 
ne depend que de la metrique, de ses derivees et de ses derivees secondes au point considere 
et tel que VuD'^" = ? David Lovelock donna une reponse a cette question en 1972 [16] : 
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Resultat 1.6 (Lovelock) La theorie la plus generale en dimension 4 qui respecte les condi- 
tions precedentes est donnee par la densite lagrangienne C = a + fiR ou a et fi sont deux 
constantes. 

Le premier terme correspondant a la constante cosmologique sera presente a la sous-section 
suivante. Nous verrons aussi a la section 3.1 que ce theoreme se generalise en dimensions 
supplementaires. 

1.3.3 La matiere 

Nous allons dans cette sous-section diriger notre attention sur le membre de droite de 
I'equation d'Einstein (1.79) qui represente la matiere. Observons d'abord que Taction Sm re- 
presentant la matiere doit etre invariante sous les diffeomorphismes, c'est-a-dire Sm[gfj.u, 4>] = 
Smlfldfiu, /a0] ou fx est un groupe de diffeomorphismes a un parametre de dans JH. Pour 
de telles variations, 



ou ici avec V un vecteur tangent arbitraire. Par consequent, si 



le tenseur energie-impulsion est symetrique. Ce qui donne V^T^'^ = apres integration par 
partie en ignorant le terme de bord. En somme, si une action de matiere est invariante sous les 
diffeomorphismes alors le tenseur energie-impulsion est conserve. Dans la suite, nous allons 
presenter des exemples de tenseur energie-impulsion. 

Un fiuide parfait 

Commengons par le cas du ffuide parfait. En notant par m'^ la 4-vitesse d'une particule 
fiuide, le tenseur energie-impulsion est donne par 



ou p designe la masse volumique propre du fiuide et P sa pression. Puis, nous obtenons 
I'equation du mouvement avec V ^T^^ = qui fournit la generalisation de I'equation de 
continuite et de celle de Navier-Stokes. 

Un champ scalaire 

Un guide possible pour obtenir I'equation du mouvement pour la matiere en Relativite 
Generale est de remplacer, dans les lois physiques appliquees a la Relativite Restreinte, la 
metrique de Minkowski r]^^ par la metrique g^^y et par V^. Cette procedure est parfois 
appelee couplage minimal en reference a la procedure qui s'applique en electromagnetisme. 
Ainsi, I'equation de Klein-Gordon pour un champ scalaire massif devient V^V^^ = 
qui pent etre deduite du tenseur energie-impulsion 





verifie I'equation du mouvement 





(1.90) 
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lui-meme genere via (1.88) par Faction S = J (9^09^0 + m^0^) e avec a-m = —Stt. Nous 
verrons a la section 4. 1 qu'il est aussi possible de generalise! I'equation de Klein-Gordon sans 
masse sous la forme suivante V^V^0 = |-R0 en tenant compte de I'invariance conforme de 
cette equation. Dans les deux cas, I'equation de Klein-Gordon sans masse est restauree si la 
geometrie est celle de I'espace de Minkowski. 

Dans le chapitre suivant, nous rencontrerons d'autres exemples de tenseur energie-impul- 
sion : le cas du champ electromagnetique represente par une 2-forme F et aussi le cas de 
p-formes de rang superieur. 



La constante cosmologique 

Terminons cette sous-section par le cas de la constante cosmologique notee A. La presence 
d'une constante cosmologique apparait sous la forme suivante dans Faction 

S= [ ^{R-2K)d^x. (1.92) 

Nous avons deja rencontre cette constante dans le cadre du theoreme de Lovelock 1.6 en 
dimension 4 : si nous recherchons une theorie gravitationnelle du second ordre de la metrique 
qui preserve la conservation du tenseur-energie impulsion, il n'y a alors aucune raison pour 
que cette constante soit nuUe. L'equation d'Einstein prend dans ce cas la forme suivante 

G^, + Kg^, = . (1.93) 

La courbure scalaire vaut done R = par consequent I'equation d'Einstein se simplifie 

en = -^z^g^u et I'espace-temps est un espace d'Einstein par definition. 

Presentons les solutions a courbure constante de cette equation, c'est-a-dire les solutions 
qui verifient 

2A 

Rfiupx = _ _ 2) ^3ppgu\ - gpxgup) ■ (1.94) 

Tout d'abord, I'espace a courbure constante pour lequel A = est simplement I'espace 
de Minkowski. En revanche, si la constante cosmologique est strictement positive (A > 0), 
I'espace est qualifie d'espace-temps de de Sitter, note dS. En dimension 4, cette espace possede 
la topologie de M x S''^ et pent etre vu comme I'hyperboloi'de —v"^ + w"^ + x'^ + y'^ + = 
plonge dans I'espace-temps de Minkowski de dimension 5 muni de la metrique ds^ = — df ^ + 
dw^ + dx^ + dy"^ + dz^ ou a est une constante. Les coordonnees (t, x, ^, 0) definies par les 
relations 

V = a sinh(t/Q;) ,w = a cosh(t/a) cos x , = a cosh(t/a) sin x cos 6 , (1.95) 
y = a cosh(t/ a) sin x sin 9 cos (j) ,z = a cosh(t/ a) sin x sin 6* sin , (1.96) 

permettent de couvrir entierement dS avec la metrique 



ds^ = -df + cosh^ it /a) [dx^ + sin^ x (d^^ + sin^ ^d0^)] 



(1.97) 
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La generalisation en dimension superieure est similaire. A I'inverse, si la constante cosmolo- 
gique est strictement negative (A < 0), I'espace est qualifie d'espace-temps d'anti-de Sitter, 
note AdS. En dimension 4, cet espace possede la topologie de 5*^ x et pent etre vu comme 
riiyperboloi'de —v'^ —w'^ + x^ + ip + z^ = 1 plonge dans I'espace plat de dimension 5 muni de 
la metrique suivante ds^ = — df ^ — dw^ + dx^ + dy"^ + dz^. Cet espace n'est pas simplement 
connexe et c'est son recouvrement universel qui est en fait appele I'espace d'anti-de Sitter et 
qui possede la topologie de M^. Cet espace pent etre entierement convert par un systeme de 
coordonnees dans lequel la metrique prend la forme 

ds^ = - cosh^ rdt^ + dr^ + sinh^ r (d^^ + sin^ ^d0^) . (1.98) 

De plus, cet espace possede une frontiere qui a la topologie de M x S*^. De meme, I'espace AdS 
pent etre generalise en dimensions superieures. Precisons que ces trois espaces-temps, celui de 
Minkowski, dS et AdS, sont maximalement symetriques. Le lecteur pourra aussi consulter [7] 
pour etudier la riche structure causale de ces espaces. 

L'ajout de la constante cosmologique dans les equations du mouvement est en fait dii a 
A. Einstein en etudiant la cosmologie. Considerons un espace-temps de dimension 4 spatiale- 
ment homogene et spatialement isotrope, ce qui est une bonne approximation pour decrire la 
dynamique de I'univers. L'homogeneite spatiale signifie qu'il existe une foliation de I'espace- 
temps par une famille d'hypersurfaces de genre-espace telle que pour tout t et tout couple 
de point (P, Q) de S^, il existe une isometrie de I'espace-temps amenant P en Q. Quant a 
I'isotropie spatiale, elle suppose I'existence en chaque point P de I'espace-temps d'une geo- 
desique de genre-temps passant en P et de vecteur tangent tel qu'il existe une isometrie 
laissant P et u'^ invariants. Le champ de vecteur doit alors etre necessairement orthogonal 
a Par consequent, nous pouvons montrer que chaque espace Sj est a courbure constante. 
II s'ensuit que la geometric de St est soit une sphere de dimension 3 si la courbure scalaire 
de Sf est positive, soit I'espace euclidien de dimension 3 si la courbure scalaire est nuUe on 
soit un hyperboloi'de M.^ de dimension 3 si la courbure scalaire est negative. En choisissant 
t = T, on T est le temps propre mesure par des observateurs isotropiques qui suivent une 
geodesique avec le vecteur vitesse m^, la metrique prend la forme 

ds' = -dr^ + a(r) [dx' + fUx) (d^' + sin^ ^d^^)] (1.99) 

ou a(r) est appele le facteur d'echelle, suppose positif, et 

sin (VKy) si K > 

Mx) = lx si K = 

sinh (V-Kx) si K < 

K etant une constante proportionnelle a la courbure scalaire de chaque S^. Ces metriques 
sont connues sous le nom de metriques de Friedmann-Lemaitre- Roberts on- Walker (FLRW). 
II reste done a determiner la dynamique du facteur d'echelle. Pour cela, il suffit de resoudre 
I'equation d'Einstein 

G^, + Ag^, = 8TTGT^,. (1.100) 
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Or, le calcul du tenseur d'Einstein dans cette geometrie montre que le tenseur energie- 
impulsion se met necessairement sous la forme 

T^u = pu^Uu + Ph^y (1.101) 

ou h^i, = g^y + u^Uy est la metrique spatiale de Sj. Ce tenseur prend done la forme de 
celui d'un fluide parfait avec la densite d'energie p et la pression P, ces deux quantites 
ne dependent que de r. L'equation d'Einstein fournit alors deux equations independantes, 
appelees equations de Friedmann, 

. 87rG' K A , , 

5 = -l^(, + 3P) + ^ (1.103) 

ou nous avons introduit le parametre d'Hubble H = ^ qui caracterise I'expansion de I'univers, 
le point indique ici la derivation par rapport a la coordonnee r. Signalons que nous pouvons 
supprimer d dans (1.103) en derivant (1.102) par rapport a r pour obtenir l'equation de 
conservation du tenseur energie-impulsion 

p + 3H{p + P) = 0. (1.104) 

Precisons que nous avons seulement deux equations independantes pour trois inconnues 
{a,p,P), il faut done ajouter une equation d'etat pour decrire la matiere et resoudre le sys- 
teme. Usuellement l'equation de Friedmann (1.102) est ecrite sous une forme adimensionnee. 
En introduisant les quantites 

^ 87rG'p ^ A ^ K , , 

et en decomposant Q sous la forme Q = ^ Qx afin de tenir compte des differents types de 
matiere, l'equation (1.102) s'ecrit sous la forme 

Y,^x + ^A + ^K = 1 ■ (1.106) 

X 

Pour une revue complete des modeles cosmologiques, nous conseillons I'ouvrage de reference 
[17]. 

Revenons plus en details sur la constante cosmologique afin d'expliquer son introduction 
par A. Einstein. Comme Steven Weinberg I'explique dans [18], A. Einstein tenta en 1917 
d'appliquer sa theorie de la gravitation a I'univers. Cependant, il rechercha absolument une 
solution statique. Pour cela, il dut ajouter ce terme de constante cosmologique A qui se 
comporte comme un champ de matiere verifiant p = —P = En effet, les equations de 
Friedmann nous montre qu'il existe une telle solution statique avec de la matiere sans pression 
(P = 0) pour une valeur specifique de la constante cosmologique Ac = AnGp = ^ de telle 
fagon que la force de gravitation attractive soit compensee par la force repulsive due a la 
constante cosmologique. En tant que fervent partisan du principe de Mach, A. Einstein fut 
satisfait par cette solution puisque la quantite geometrique A est determinee par la densite 
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de matiere. Mais, ce fut alors une surprise pour le pere de la Relativite quand son ami de 
Sitter decouvrit une solution cosmologique en presence de A sans matiere : p = P = 0. 
De plus, les donnees astronomiques de I'epoque commencerent a indiquer I'expansion de 
I'univers a travers le decalage vers le rouge du spectre des galaxies. A. Einstein ne vit alors 
plus aucune raison de garder la constante cosmologique puisqu'il est possible d'obtenir des 
solutions decrivant un univers en expansion avec A = 0. Signalons egalement que I'univers 
statique d'Einstein est instable si nous effectuons une perturbation du facteur d'echelle. A. 
Einstein considera I'introduction de la constante cosmologique dans I'equation qui porte son 
nom comme sa plus grosse erreur. Cependant, cette quantite est necessaire pour decrire notre 
univers. En effet, les observations des supernovae de type la, des grandes structures et du fond 
diffus cosmologique indiquent que la constante cosmologique represente actuellement 70% du 
contenu de I'univers [19] : o!"^ ~ 70%; cette quantite est appelee couramment Venergie 
noire. La densite associee a cette energie est de I'ordre de p\ ~ 10~^^GeV^. Ce qui nous 
amene a discuter brievement de ce que beaucoup de personnes appellent le probleme de la 
constante cosmologique. Nous pouvons etre tentes d'expliquer I'existence de cette constante 
en I'assimilant a I'energie du vide d'une theorie quantique des champs. Une estimation rapide 
de I'energie associee aux fluctuations du vide pour un champ de masse m donne 

si nous fixons la frequence de coupure a I'echelle de Planck, soit un desaccord de 120 ordres 
de grandeur. La prise en compte de la supersymetrie diminue cette energie du vide mais 
avec un desaccord qui reste important : de 60 ordres de grandeur par rapport a p\. Pour 
de plus amples details sur ce probleme, nous conseillons les references suivantes [18,20-22]. 
Pour finir, notons que cette identification entre la densite d'energie du vide et la constante 
cosmologique est loin d'etre evidente, comme le souligne [23], etant donne que nous n'avons 
toujours pas une theorie quantique des champs en interaction avec la gravite. 



Les conditions d'energie 

Terminons cette sous-section en passant en revue les diverses conditions d'energie portant 
sur le tenseur energie-impulsion qui fournissent des hypotheses pour certains theoremes qui 
seront presentes dans la suite. Ces conditions d'energie sont habituellement verifiees pour la 
matiere classique et expriment des hypotheses comme la positivite de la densite d'energie. 
Afin d'exprimer ces conditions precisement decomposons le tenseur energie-impulsion sous la 
forme 

D-l 

= Pe^e^ + 5^ P.eref (1.108) 
1=1 

ou les vecteurs (cq , . . . , ef)_i) forment une base orthonormale, c'est-a-dire qu'ils verifient 
S'a/^e^e^ = rifj_,y et aussi g°''^ = e'^e^rj^'^ . p est appelee la densite d'energie et Pi la pression 
associee a chaque direction. Notons que dans le cas d'un fluide parfait nous avons Pi = P 
pour tout i et ainsi 

T""^ = {p + P)e^e^o+P9'"^ ■ (1-109) 
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Nous reconnaissons done le tenseur energie-impulsion d'un fluide parfait en identifiant le 
veeteur Cq a la vitesse d'une partieule fluide. Donnons les differentes conditions d'energie. 

- Condition d'energie faible : Cette condition stipule que la densite de matiere mesuree 
par un observateur doit etre positive. En introduisant un veeteur vitesse de genre- 
temps dirige vers le futur, cette condition se traduit par 

T„/3t;V > ^ (p > , p + Pi > 0) . (1.110) 

- Condition d'energie de genre-lumiere : Cette condition d'energie est similaire a la pre- 
cedente en remplagant le veeteur f ° par un veeteur de genre-lumiere dirige vers le futur, 
il s'ensuit 

r„/3fc"fc^ > ^ p + Pi > . (1-111) 

La condition d'energie faible implique done la condition d'energie de genre-lumiere. 

- Condition d'energie forte : Etant donne un veeteur de genre-temps dirige vers le 
futur et unitaire, cette condition est 

(T^p-^Tg^p^v''v''>0. (1.112) 

Au regard de I'equation d'Einstein ecrite sous la forme (1.80), c'est veritablement une 
condition sur le tenseur de Ricci. La consequence de cette condition est 

p + ^Pi>Oetp + Pi>0. (1.113) 

i 

- Condition d'energie dominante : Cette condition encode le fait que la matiere doit se 
propager selon une ligne d'univers de genre-temps ou de genre-lumiere. Plus precise- 
ment, si nous introduisons un veeteur de genre-temps dirige vers le futur representant 
la vitesse d'un observateur, la quantite —T^v^ represente alors la densite de moment 
de la matiere mesuree par cet observateur. Cette condition d'energie demande que ce 
veeteur —T^v^ soit de genre-temps ou de genre-lumiere et dirige vers le futur. Ce qui 
se traduit par 

p>|P,|. (1.114) 

Le lecteur pourra egalement consulter la classification de S. W. Hawking et G. F. R. Ellis 
dans [7]. 



1.4 Les trous noirs 

Dans la section precedente, nous avons rencontre des solutions du vide a courbure constante 
de la Relativite Generale. Nous allons ici decrire d'autres solutions : les trous noirs. Ce sont 
les objets fondamentaux de la theorie de la gravitation d'Einstein et ils sont caracterises par 
peu de parametres. 
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1.4.1 Le trou noir de Schwarzschild et le theoreme de BirkhofF 

Pour determiner des solutions de I'equation d'Einstein, il est bien souvent utile d'imposer 
des symetries. Dans cette sous-section, nous allons considerer la symetrie spherique et etudier 
ses consequences. Plus precisement, un espace-temps est a symetrie spherique si son groupe 
d'iso metric contient un sous-groupe isomorphe au groupe 5*0(3) de telle fagon que les orbites 
generees par ce sous-groupe forment des spheres bidimensionelles. Nous pouvons alors montrer 
qu'il est possible d'introduire un systeme de coordonnees (t', r', 9, (j)) dans lequel la metrique 
prend la forme 

ds2 = _e"(*''^')dt'2 + e'(*'''^')dr'2 + R^{r', t') [dd^ + sin^ M^^) . (1.115) 

Puis, en toute rigueur, nous devrions discuter des differents cas possibles en fonction de la 
nature des surfaces de niveaux de R. Contentons nous de reecrire la metrique lorsque la 
surface de niveau de R est de genre-temps : 

d52 = -e2^(*''-)/(t, r)de + + (d^^ + sin^ Odcf") . (1.116) 

/(t,r) 

II est alors judicieux d'introduire la fonction de masse m{t,r) definie par / = l — 2m/r. Ainsi 
I'equation d'Einstein (1.79) fournit les equations suivantes 

A-TTT 

drm = -Anr^Tl , dtm = Anr^Tl , dri^ = — (t; - T/) . (1.117) 
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La solution de Schwarzschild 



Par consequent, la fonction de masse est une constante, notee M, dans le vide et est 
une fonction de la coordonnee t. En redefinissant le temps, nous pouvons finalement ecrire la 
metrique sous la forme bien connue 

ds^ = - (^1 - dt" + + [dO^ + sin^ . (1.118) 

Cette solution porte le nom de metrique de Schwarzschild ; elle a ete decouverte par Karl 
Schwarzschild seulement deux mois apres la publication de I'equation d'Einstein [24]. Le fait 
que la symetrie spherique impose le caractere statique de la solution est remarquable. Tout 
d'abord, la solution est evidemment stationnaire puisqu'elle possede le vecteur de Killing 
C, = dt mais elle est meme statique selon la definition suivante : 

Definition 1.19 (espace-temps statique) Un espace-temps est statique si en plus d'etre 
stationnaire, c'est-d-dire qu'il existe un vecteur de Killing ^ de genre-temps, il existe une 
hypersurface qui est orthogonale aux orbites generees par le champ tangent ^. 

II est alors facile de montrer que si C,^ est un champ tangent de Killing verifiant le critere dit 
de Frobenius ^[^'VuC.p] = alors est orthogonal a une famille d'hypersurface. La condition 
de Frobenius s'ecrit plus simplement sous la forme 

^^Ad^^ = (1.119) 
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en introduisant le champ cotangent = $,^dx^ associe au champ tangent ^. La condition 
(1.119) est done bien verifiee pour la solution de Schwarzschild ou = — (l — ^) dt. 

En plus du caractere statique, la solution de Schwarzschild est asymptotiquement plate 
[25]. Cependant, nous ne donnons pas volontairement de definition de cette notion, le lecteur 
interesse par ce sujet pourra se tourner vers [5]. Une autre notion, que nous aborderons dans 
le chapitre 5, est la masse d'une solution. Nous serons capables de montrer dans ce chapitre 
5 que le parametre M dans (1.118) est exactement la masse de la solution de Schwarzschild. 
En somme, retenons que la metrique (1.118) represente la solution a I'exterieur d'un corps a 
symetrie spherique de rayon superieur a 2M. 

En effet, le systeme de coordonnees (t, r, 6, (p) ne couvre pas tout I'espace-temps : la 
metrique diverge en r = et en r = 2M. Quant aux singularites en 6' = et 6' = vr de 
la metrique inverse, elles proviennent simplement du choix du systeme de coordonnees pour 
la sphere S"^. La singularite en r = est une veritable singularite puisque I'invariant de 
Kretschmann 

48 A/f^ 

R,.,.R''''' = — (1.120) 

y diverge en ce point ; nous parlous dans ce cas de singularite intrinseque ou de singularite 
de courbure ou encore de singularite physique. En r = 2M, la signature passe de (— , +, +, +) 
pour r > 2M a (+,—,+,+) pour r < 2M. Nous allons montrer que cette singularite en 
r = 2M provient du choix du systeme de coordonnees, nous parlous alors de singularite de 
coordonnees dans ce cas. Pour cela, considerons des particules de masse nulle se propageant 
radialement sur les geodesiques de la geometrie (1.118). II est alors facile de montrer que 
les particules sortantes et entrantes se deplacent le long des courbes u = constante et v = 
constante respectivement ou 



u = t-r - 2M In 



' -1 



2M 



et V = t + r + 2M\n 



' -1 



2M 



'1.1211 



Puis, il est loisible d'ecrire la metrique dans les coordonnees (m, f , 6', cj)) [26, 27] 

ds^ = - (l - ^) dwdt; + (d^^ + 31^2 Q^^2^^ ^ ^^_^22) 

r etant bien evidemment une fonction de m et f . Nous remarquons ainsi que la singularite 
apparente en r = 2M n'existe plus dans ce systeme de coordonnees. Ensuite, en introduisant 
les coordonnees U = =pe~4A7 et = esi ou le signe — correspond a la region r > 2M et le 
signe + a la region r < 2M, nous pouvons ecrire la metrique sous la forme 

ds^ = -^—e-^dUdV + r^ {de^ + sin^ ed(f)^) (1.123) 

dite de Kruskal ou (2^/ ^ l) = —UV. Enfin, nous pouvons considerer {U, V) dans et 
obtenir V extension maximale de la solution de Schwarzschild. Les courbes de niveaux de U 
et V representent la trajectoire des photons. II est alors judicieux de dessiner un diagramme 
dans le plan U — V pour comprendre la structure causale de la solution comme la figure 1.2 
le montre. 
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Figure 1.2 - Diagramme dans les coordonnees de Kruskal-Szekeres (f/, V). 



La trajectoire d'un observateur positionne a la coordonnee r, a I'aide d'une fusee par 
exemple, est representee par des hyperboloi'des dans le plan U — V . Dans ce systeme de 
coordonnees, la metrique (1.118) correspond a la region I pour r > 2M . Desormais, en plus 
de pouvoir traverser la surface r = 2M en explorant la region II, cette solution admet une 
continuation dans la region III et IV. Cependant, si le trou noir resulte d'un effondrement 
gravitationnel, les regions III et IV disparaissent car le diagramme doit etre coupe par une 
hypersurface de genre-temps representant la surface de I'astre. Puisque les cones de lumiere 
sur la figure 1.2 sont orientes de 45 degres, I'interpretation de la surface r = 2M entre la 
region I et II est claire. Un observateur provenant de la region I et qui traverse la surface 
r = 2M tombe necessairement sur la singularite r = 0. De plus, en etant dans la region 
II, il ne pent meme plus envoyer un signal lumineux a un observateur dans la region I. 
Tout observateur dans la region I ne pent done pas mesurer une quantite physique dans la 
region II sans s'y aventurer. Cette surface r = 2M entre les regions I et II est alors qualifiee 
horizon des evenements, la region II est appelee le trou noir et la distance 2M le rayon de 
Schwarzschild. Nous distinguerons V horizon futur qui est la surface r = 2M entre les regions 
I et II et V horizon passe qui est la surface r = 2M entre les regions I et IV; quant a la 
region IV, elle est qualifiee de trou blanc. Precisons que c'est cet horizon futur qui empeche 
I'apparition d'une singularite nue. 

II est courant de representer la solution de Kruskal par un diagramme compact. Une 
maniere possible pour cela est d'introduire les coordonnees If = arctanf/ et V = arctan^ 
qui permettent de dessiner la figure 1.3 appelee diagramme de Penrose- Carter et de mettre 
en evidence la structure causale de la solution [28-30]. 
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Figure 1.3 - Diagramme de Penrose-Carter de la solution de Schwarzschild. 
Concernant le vocabulaire et les notations de ce diagramme : 

- J^~^ est appele Vinfini futur de genre-lumiere, c'est le lieu d'arrivee de toutes les geode- 
siques de genre-lumiere sortantes. 

- J^" est appele Vinfini passe de genre-lumiere, c'est le lieu de depart de toutes les 
geodesiques de genre-lumiere entrantes. 

- i^ est appele Vinfini spatial, c'est le point d'arrivee de toutes les geodesiques de genre- 
espace. 

- i+ est appele Vinfini temporel futur, c'est le point d'arrivee de toutes courbes de genre- 
temps qui ne tombent pas en r = 0. 

- i~ est appele Vinfini temporel passe, c'est le point de depart de toutes courbes de genre- 
temps qui n'emergent pas de la singularite du trou blanc. 

Signalons que le vecteur de Killing ^ = dt est de genre-temps a I'exterieur du trou noir, il est 
de genre-lumiere sur I'horizon des evenements et il est de genre-espace a I'interieur du trou 
noir. En effet, sa norme est donnee par ^^^'^ = — 1 + La surface r = 2M est qualifiee 
dans ce cas ^.''horizon de Killing. Ajoutons aussi que la solution de Schwarzschild est stable 
sous des perturbations gravitationnelles [31]. Enfin, nous souhaitons enoncer un des grands 
resultats de la Relativite Generale demontre pour la premiere fois par G. D. Birkhoff en 1923 
pour clore sur cette solution : 

Resultat 1.7 (theoreme de Birkhoff) Toute solution C"^ des equations d'Einstein dans le 
vide a symetrie spherique est localement isometrique a la solution de Kruskal. 

Ainsi, toute distribution de matiere qui preserve la symetrie spherique ne pent pas rayonner 
des ondes gravitationnelles ; tout comme en electromagnetisme, la solution de Coulomb est 
la seule solution a symetrie spherique des equations de Maxwell dans le vide. 
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La solution de Reissner-Nordstrom 

Mentionnons que ce theoreme de Birkhoff se generalise en presence d'un champ de jauge 
abelien. En effet, considerons Paction d'Einstein-Hilbert couplee minimalement a I'electro- 
magnetisme decrit par la 2-forme de Faraday F tel qu'il existe une 1-forme A, appelee le 
potentiel vecteur, verifiant F = dA : 



S = [ Rt- \ f FA^F. (1.124) 

Les equations du mouvement sont alors donnees par I'equation d'Einstein (1.79) avec le 
tenseur energie-impulsion suivant 



T,u = ^ {F,,F/ - \g,.F,^F^'^ ) (1.125) 



et les equations de Maxwell dF = et d * F = 0. Puis, si le potentiel vecteur possede les 
memes symetries que la metrique, c'est-a-dire £^A^ = pour tout vecteur de Killing C, de la 
sphere donne par = cos0(9e — cot sin 09,/,, ,^(2) = sin^c^e + cot cos 0(9^ et ,^(3) = d^, 
alors I'unique solution a symetrie spherique est donnee par la 2-forme de Faraday 



F=^dtAdr (1.126) 
et la metrique dite de Reissner-Nordstrom [32, 33] 

= - (1 - ^ + I) + + r= {M' + siu^ . (1.127) 



Discutons brievement de la structure causale de la solution en fonction des valeurs de M et 

Q. 

- Si > alors il existe deux horizons de Killing donnes par r± = 

De plus, comme le diagramme de Penrose-Carter 1.4 le montre, la singularite de cour- 
bure en r = est desormais de genre-temps et pent etre evitee par des observateurs 
electriquement neutres en chute libre par exemple. Pour dessiner ce diagramme de Pen- 
rose, plusieurs systemes de coordonnees de type {U, V) ont du etre utilises mettant 
ainsi en evidence I'existence d'une infinite de trous noirs. Soulignons aussi que seul 
I'horizon exterieur localise en est un horizon des evenements ou nous definissons ce 
type d'horizon comme le bord du passe causal de J^"*". 
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Figure 1.5 - Diagramme de Penrose-Carter de la solution de Reissner-Nordstrom pour le 
cas extremal a gauche [35] et pour la singular ite nue a droite. 
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- Si = alors le zero de la norme du vecteur de Killing dt est double et vaut 
r = M. Ici les coordonnees t et r n'echangent pas leur role a la traversee de I'horizon. 
Cependant, cette solution garde I'interpretation de trou noir car elle possede toujours 
un horizon des evenements puisque r = M est le bord passe de J^^ comme le montre 
clairement le diagramme de Penrose de la figure 1.5. Pour ce cas = Q^, le trou noir 
est dit extremal. 

- Quant a la situation < Q^, il n'existe pas d'horizon et nous sommes en presence 
d'une singularite nue. Le diagramme de Penrose de cette solution est donne a la figure 
1.5. 



Revenons sur le potentiel vecteur de la solution de Reissner-Nordstrom donne par 

A=(^+^^dt (1.128) 

ou $ est une constante arbitraire provenant de I'invariance sous le groupe de jauge U{1) et 
fixant ainsi la valeur du potentiel a I'infini. Contrairement a ce qui se passe dans I'espace de 
Minkowski, la valeur de cette constante $ doit etre fixee comme G. W. Gibbons et S. W. 
Hawking Font remarque dans [36] puisque I'invariant A^A^ diverge sur I'horizon exterieur 
sauf si la constante est fixee a la valeur 

$ = -— . (1.129) 

r+ 

Nous adopterons done ce choix dans toute la suite et cette valeur prendra une interpretation 
importante au moment d'etudier la thermodynamique. Pour une discussion concernant la 
stabilite de la solution de Reissner-Nordstrom, nous renvoyons le lecteur a I'ouvrage [37] 
ecrit par S. Chandrasekhar. 



La solution de Kerr 

Enfin, il est possible de supprimer I'hypothese de symetrie spherique. En effet, il existe 
une solution decouverte par Roy Kerr en 1963 [38] qui decrit un trou noir en rotation. La 
version chargee de celle de Kerr, appelee solution de Kerr-Newman, existe egalement [39]. 
Donnons simplement la metrique de Kerr dans les coordonnees dites de Boyer-Lindquist : 

ds^ = -^dt' + ^ sin^ 6 (d0 - oodtf + ^dr' + p'dO^ (1.130) 
h A 

ou 

p2 = ^2 ^ ^2 ^Qg2 q2 ^/^ = ^2_ + , S = (r^ + a^f - a^A sin^ 6 et u = . (1.131) 

La metrique de Kerr est stationnaire et a symetrie axiale puisqu'elle admet dt et comme 
vecteurs de Killing. Elle est asymptotiquement plate, sa masse est donnee par M et elle 
admet un moment angulaire J donne par J = aM. 
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Generalites sur les trous noirs 

Pour clore cette sous-section, donnons brievement quelques generalites sur les trous noirs. 
Soit P un point de Fespace-temps Ai. Notons par J^{P) le futur causal de P, constitue 
par I'ensenible des points de Ai connectes a P par une courbe de genre-temps ou de genre- 
lumiere dirigee vers le futur. Nous definissons de maniere similaire le passe causal de P note 
J~{P). Puis, etant donne un sous-ensemble JV de Ai, nous introduisons la notation suivante 
J^(A/') = [Jp^j^ J'^iP) pour designer le futur/passe causal de Af. 

De maniere generale, nous definissons un trou noir comme un espace-temps qui possede 
des geodesiques de genre-lumiere qui n'atteignent jamais I'infini futur de genre-lumiere note 

. La region du trou noir notee B est alors definie par I'ensemble des points de Ai qui 
n'appartiennent pas au passe causal de I'infini futur de genre-lumiere, c'est-a-dire 



Enfin, nous definissons Vhorizon des evenements H comme la frontiere de la region du trou 
noir : H = dB. 

1.4.2 Les theoremes d'unicite 

Dans cette sous-section, nous allons presenter les differents theoremes d'unicite valables 
en dimension 4 qui permettent de comprendre la fameuse phrase de John Wheeler : "A black 
hole has no hair". Commengons en presentant une reciproque du theoreme de Birkhoff 1.7 
due a Werner Israel en 1967 demontree dans [11,40,41] : 

Resultat 1.8 (theoreme d'Israel) Toute solution statique et asymptotiquement plate de 
I'equation d'Einstein dans le vide en dimension 4 doit etre a symetrie spherique et est done 
localement isometrique a la metrique de Schwarzschild. 

Le theoreme d'Israel se generalise egalement en presence d'un champ de jauge abelien [42]. 
Par consequent, la solution de Reissner-Nordstrom est la seule solution statique asympto- 
tiquement plate de I'equation d'Einstein en presence de I'interaction electromagnetique en 
dimension 4. W. Israel, R. Penrose et J. Wheeler conjecturerent alors que toute solution 
stationnaire asymptotiquement plate de I'equation d'Einstein en presence d'un champ jauge 
abelien est necessairement isometrique a celle de Kerr-Newman. Decrivons les differentes 
etapes qui ont mene a montrer cette conjecture. Tout d'abord, S. Hawking etablit les resul- 
tats suivants en 1972 [43] : 

Resultat 1.9 (theoreme de rigidite) Si un trou noir est stationnaire alors il doit etre 
soit statique soit a symetrie axiale. 

Resultat 1.10 (topologie de I'horizon) En supposant la condition d'energie dominante, 
Vhorizon d'un trou noir stationnaire asymptotiquement plat doit avoir la topologie de la sphere 





Le theoreme de rigidite nous dit que si un trou noir en rotation admet un vecteur de Killing 
^ de genre-temps alors il existe un vecteur de Killing de genre-espace dont les orbites sont 
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fermees. En particulier, S. Hawking reussit a montrer que le vecteur de Killing ^ + fi_f/0 est 
de norme nuUe sur I'horizon ou VLh represente la vitesse angulaire du trou noir. La situation 
statique du theoreme de rigidite applique dans le vide nous ramene alors au theoreme d'Israel. 
L'effondrement gravitationnel en un trou noir d'une distribution de matiere quelconque avec 
un moment angulaire nul conduit necessairement a la solution de Schwarzschild. Tons les 
moments multipolaires d'une etoile, qui ne presente pas la symetrie spherique et qui s'effondre 
en un trou noir, sont alors expulses a I'infini ou a I'interieur du trou noir ; ce mecanisme a ete 
decrit par Richard Price en 1972 [44,45]. Concernant le cas non statique, nous pouvons etre 
etonnes par la symetrie axiale. En effet, il semble a priori possible de placer une distribution 
de matiere hors d'un trou noir en rotation afin de briser cette symetrie. La comprehension 
de ce probleme a ete resolue par S. Hawking and J. Hartle [46]. La distribution de matiere 
exterieure va en fait induire une force effective de friction qui aura pour effet de reduire 
la rotation du trou noir et d'atteindre de maniere non stationnaire le regime final statique. 
Enfin, il resta a etendre le resultat d'Israel au cas non statique : 

Resultat 1.11 (unicite de la solution de Kerr) Toute solution stationnaire presentant 
la symetrie axiale et asymptotiquement plate de V equation d'Einstein dans le vide en dimen- 
sion 4 doit etre localement isometrique a la solution de Kerr. 

Ce resultat est du a Brandon Carter [47] et D. C. Robinson [48]. II existe egalement une gene- 
ralisation tenant compte de la presence d'un champ de jauge abelien par P. Mazur [49]. Ainsi, 
la solution de Kerr-Newman est la seule solution stationnaire, a symetrie axiale et asymp- 
totiquement plate de I'equation d'Einstein en presence de I'interaction electromagnetique en 
dimension 4. 

Finalement, l'effondrement gravitationnel d'une distribution de masse en un trou noir 
s'accompagne d'une grande perte d'information de I'etat initial puisque I'etat final suppose 
stationnaire est simplement decrit par la masse, le moment angulaire et la charge electrique 
de la solution. II n'y a pas besoin d'introduire d'autres parametres pour decrire cet objet ma- 
croscopique et c'est ce que laisse transparaitre la phrase de J. Wheeler. Ce dernier conjecture 
que ce resultat se maintient dans un contexte plus general [50], c'est pourquoi nous parlous 
souvent de conjecture no-hair. La sous-section suivante a pour but de decrire les limites de ces 
resultats d'unicite en se plagant dans des cadres plus generaux et de tester cette conjecture. 

1.4.3 Comment violer les theoremes d'unicite? 

Nous avons vu, qu'en Relativite Generale, les trous noirs sont caracterises par tres peu 
de parametres qui correspondent a des charges conservees mesurees a I'infini. Ces objets 
semblent jouer le role analogue des particules dans les theories quantiques. 

Le but ici est de presenter les extensions possibles des theoremes d'unicite etablis au- 
dessus a une classe de theories plus large et avec des hypotheses plus faibles afin de confirmer 
ou d'infirmer la conjecture no-hair. Ceci constitue ainsi la motivation majeure de cette these. 
Nous allons successivement considerer I'effet de la presence d'un champ de matiere, d'une 
constante cosmologique, de dimensions supplementaires et enfin de la presence de termes de 
courbures d'ordre plus eleve dans la theorie. 
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Presence d'un champ de matiere 

Nous allons commencer a presenter les limites de la conjecture no-hair en incluant un 
champ scalaire minimalement couple a la gravitation. Nous utiliserons le terme de cheveu 
pour designer un champ de matiere couple au trou noir ; nous pouvons voir le cheveu comme 
I'analogue d'un etat excite pour une particule. Tout d'abord, J. Chase confirma la conjecture 
no-hair pour un champ scalaire de masse nulle [51]. Le lecteur pourra trouver dans [52] une 
revue de J. Bekenstein des theoremes no-hair en presence de matiere dans laquelle il fournit 
en particulier un argument, independant des equations d'Einstein, qui permet de rejeter 
I'existence d'un champ scalaire massif minimalement couple a la gravite sous la forme 



pour tout trou noir stationnaire asymptotiquement plat si V^' > [53-55]. Precisons que 
pour etablir ce resultat, le champ est suppose etre borne sur I'horizon. II a ete egalement 
etendu pour des potentiels positifs V > [56-58] avec des trous noirs asymptotiquement 
plats statiques, spheriques et neutres ; puis au cas charge et avec un couplage non-minimal 
dans [59]. Cependant, la conjecture de J. Wheeler a ete rejete pour la theorie d'Einstein- 
Yang-Mills [60-62] et pour la theorie d'Einstein-Skyrme [63,64]. Neanmoins, certaines de ces 
solutions sont instables et nous restaurons la conjecture no-hair en ce sens. Pour un regard 
plus recent sur le sujet, nous renvoyons le lecteur vers [65]. 

Notons qu'en presence d'un champ scalaire couple conformement a la gravitation, il existe 
la solution dite de BBMB decouverte par N. Bocharova et al. [66] et par J. Bekenstein [67,68] 
independamment dont la metrique est celle du trou noir de Reissner- Nordstrom extremal mais 
avec un champ scalaire qui a la particularite de diverger sur I'horizon. Ce cheveu scalaire est 
en fait relie a la masse de la solution, il y a ainsi une seule constante qui parametrise cette 
solution. Nous parlous dans ce cas de cheveu secondaire. Concernant la stabilite, il semble y 
avoir un debat puisque K. Bronnikov et al. affirment que la solution est instable [69] alors 
que P. McFadden et al. soutiennent I'inverse [70]. Nous reviendrons plus en details dans le 
chapitre 4 sur I'influence d'un champ scalaire conformement couple a la gravitation. 

Enfin, A. Anabon et al. [71] ont decouvert recemment une solution de trou noir dans 
une theorie de supergravite en dimension 4 en presence de trois champs scalaires dont un 
parametre associe a ces champs pent varier en fixant les charges de la solution ; nous parlous 
dans ce cas de cheveu primaire et c'est a notre connaissance le premier cheveu scalaire 
primaire. 

Presence d'une constante cosmologique 

Nous pouvons egalement nous demander ce qui se passe si nous supprimons I'hypothese de 
solutions asymptotiquement plates en introduisant par exemple une constante cosmologique. 
II est bien connu que la presence d'une telle constante en dimension 4 permet de construire 
des solutions asymptotiquement localement AdS avec des horizons spheriques, plats ou hyper- 
boliques [72-74]. Nous parlous dans ce cas de trous noirs topologiques et nous verrons dans le 
chapitre suivant que ces solutions se generalisent en dimensions supplementaires. Presentons 
les solutions topologiques suivantes de I'equation d'Einstein avec constante cosmologique en 




(1.133) 
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dimension 4 donnees par la metrique 



ds^ = - U - 



2M 



) 



dt2 + 



dr^ 



+ (d^^^siW) 



(1.134) 



r 



3 




2A/ Ar2 



oil si^ = sin^,^,sinh^ si k = 1,0, —1 respectivement. La geometrie intrinseque de I'horizon 
est done eelle d'une 2-sphere S*^ lorsque k = 1, d'un 2-tore lorsque k = ou d'un 2- 
hyperboloi'de lorsque k = — 1. Pour A = 0, seule la solution avec k = 1 est permise, ce 
qui donne simplement la solution de Schwarzschild. Si A > alors la seule solution est celle 
de Schwarzschild-de Sitter avec un horizon spherique {k = 1), le lecteur trouvera notamment 
dans [75] la structure causale de cette solution. Quant au cas A < 0, toutes les geometries 
possibles pour I'horizon sont autorisees pour un parametre de masse M strictement positif 
alors que seul un horizon hyperbolique (k = —1) est permis si le parametre de masse est 
negatif. 

Tournons nous desormais vers la possibilite d'introduire un champ scalaire en presence 
d'une constante cosmologique. Tout d'abord, si la constante cosmologique est positive, T. 
Torii et al. [76] ont montre qu'il n'existe pas de trou noir regulier statique et a symetrie 
spherique en presence d'un champ scalaire de masse nuUe ou avec un potentiel V convexe. 
Cependant, leurs resultats numeriques indiquent I'existence de trous noirs munis d'un champ 
scalaire pour un potentiel positif. Notons aussi I'existence de la solution de C. Martinez et 
al. en presence d'un champ scalaire couple conformement a la gravitation [77] et de celle d'A. 
Anabalon et al. [78] plus recemment qui brise cette symetrie conforme. 

D'autre part, durant ces dernieres annees, des solutions de trous noirs en presence d'une 
constante cosmologique negative ont ete decouvertes en presence d'un champ scalaire couple 
minimalement a la gravitation [79,80] et couple conformement a la gravitation [4,81-83]. Nous 
reviendrons plus en details sur ces dernieres solutions dans le chapitre 4. Le lecteur trouvera 
egalement des resultats numeriques en dimensions supplementaires en presence d'un champ 
scalaire conformement couple a la gravitation [84] avec une constante cosmologique negative. 

Dimensions supplementaires 

Passons maintenant au crible I'influence de dimensions supplementaires sur les theoremes 
d'unicite. Tout d'abord, il faut savoir que le theoreme de BirkhofT reste valable en dimension 
quelconque. Cest-a-dire que toute solution de I'equation d'Einstein dans le vide = 
en dimension D > A est localement isometrique a la solution statique de Tangherlini [85], qui 
est simplement la generalisation en dimension D de la solution de Schwarzschild donnee par 
la metrique 



a cette solution et a ses versions topologiques. 

Concernant la version reciproque, G. Gibbons et al. [86] et S. Hwang [87] ont montre 
independamment que le theoreme d'Israel presente dans la sous-section precedente subsiste 
toujours en dimensions supplementaires. C'est-a-dire que la seule solution statique et asymp- 
totiquement plate de I'equation d'Einstein dans le vide en dimension quelconque est celle 




ou dfi? 



(D-2) 



represente la metrique de la sphere ^. Nous reviendrons au chapitre suivant 
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de Tangherlini. Le lecteur pourra se tourner vers [88] pour la generalisation de ce resultat 
en presence d'un champ de jauge abelien. Precisons que si nous supprimons le caractere 
asymptotiquement plat de la solution alors nous perdons I'unicite du resultat [86]. En effet, 
en supprimant cette hypothese, il est possible d'obtenir des solutions presentant un horizon 
qui possede la topologie de la sphere S^~'^ mais avec une metrique induite sur I'horizon qui 
n'est pas necessairement a courbure constante mais qui doit etre un espace d'Einstein. C. 
Bohm a construit explicitement une telle classe de metriques de type Einstein qui ne sont 
pas forcement a courbure constante pour 5 < D — 2 < 9 [89] . Nous rencontrerons de nouveau 
ces metriques dans le chapitre suivant. 

En revanche, I'analogue des theoremes d'unicite dans le cas stationnaire n'existe plus en 
dimensions supplementaires. II est bien connu qu'il n'existe pas une unique solution station- 
naire a I'equation d'Einstein i?^,^ = en dimension 5 par exemple. En effet, il y a d'une part 
la solution de Myers-Perry [90] qui est une generalisation de la solution de Kerr en dimen- 
sion quelconque et d'autre part R. Emparan et H. Reall ont decouvert en dimension 5 une 
solution du vide qui decrit un anneau noir en rotation avec un horizon des evenements qui 
possede la topologie de S"^ x 5*^ [91]. Pour la meme masse et le meme moment angulaire, il 
existe done deux solutions differentes. La situation est encore plus frappante avec la solution 
de Saturne noir [92] qui decrit un trou noir spherique entoure d'un anneau noir. Ainsi, pour 
une masse donnee, la solution de Tangherlini en dimension 5 n'est pas unique puisqu'il est 
possible d'avoir un Saturne noir avec un moment angulaire nul pour lequel la rotation du trou 
noir compense celle de I'anneau noir qui I'entoure. Dans le chapitre suivant, nous discuterons 
aussi de I'inffuence de champ de p-formes dans la theorie. 

Neanmoins, le theoreme de rigidite et celui concernant la topologie de I'horizon ont ete 
etudies en dimensions supplementaires. S. Holland et al. [93] ont montre qu'un trou noir 
stationnaire, asymptotiquement plat, non-extremal dont le vecteur de Killing qui genere la 
translation dans le temps est de norme non nuUe sur I'horizon doit etre a symetrie axiale. Au 
sujet de la topologie de I'horizon, il a ete montre dans [94, 95] qu'un trou noir stationnaire, 
asymptotiquement plat et obeissant a la condition d'energie dominante admet un horizon 
dont la courbure scalaire est positive, contraignant ainsi sa topologie. 

Pour une discussion exhaustive des theoremes d'unicite en dimension quelconque, nous 
renvoyons le lecteur vers la revue de reference de R. Emparan et H. Reall [96] traitant des 
trous noirs solutions de I'equation d'Einstein du vide en dimensions supplementaires. 

Terme de courbure supplementaire 

Pour finir sur ce sujet, discutons brievement de I'inffuence de termes de courbure supple- 
mentaire. Nous restreignons notre attention a la theorie de Loveloclc que nous presenterons a 
la section 3.1. R. Zegers montra que le theoreme de Birkhoff subsiste dans cette theorie [97] 
et que ce resultat se generalise aussi en presence d'un champ de jauge abelien. 

Concernant une possible generalisation du theoreme d'Israel, il n'en existe pas a notre 
connaissance. Nous avons vu au-dessus qu'en theorie d'Einstein et en presence de dimensions 
supplementaires, il est possible d'obtenir des solutions de trous noirs avec un horizon de 
type Einstein. En presence de la theorie d'Einstein-Gauss-Bonnet, qui est une generalisation 
de la theorie d'Einstein mais une restriction de la theorie de Lovelock;, il existe des trous 
noirs statiques dont la geometric de I'horizon est de type Einstein mais avec une contrainte 
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supplement aire. Ceci se comprend puisque la theorie d'Einstein-Gauss-Bonnet met en jeu le 
tenseur de Riemann dans les equations du mouvement. Ainsi, G. Dotti et al. [98] ont trouve 
des trous noirs statiques avec un horizon de type Einstein et une condition supplementaire sur 
le tenseur de Weyl de la geometrie induite de I'horizon, qui autorise des horizons a courbure 
non constante. Nous reviendrons plus en details dans le chapitre 3 sur les solutions de cette 
theorie et nous etudierons I'infiuence de champ de matiere dans cette theorie. 
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Chapitre 



Trous noirs en dimensions supplementaires 



Nous nous interessons dans ce chapitre a la theorie de la Relativite Generale en dimen- 
sion D > 4. Apres avoir presente quelques solutions statiques du vide et en presence d'une 
constante cosmologique A negative, nous donnerons des resultats nouveaux, exposes dans [3] , 
en presence de champs de matiere decrits par des p-formes libres. 
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2.1 Solutions statiques du vide en presence d'une constan- 
te cosmologique 

2.1.1 La solution de Tangherlini et ses versions topologiques 

Les trous noirs topologiques rencontres a la sous-section 1.4.3 en dimension D = 4 (1.134) 
se generalisent facilement en dimension D > 4 [74,99]. Ce sont des solutions avec des horizons 
des evenements etendus ou compacts dont la geometrie intrinseque est spherique, plate ou 
hyperbolique en dimension 4 et plus generalement la geometrie est celle d'un espace d'Einstein 
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quand D > A. Presentons ces trous noirs qui sont des solutions de Paction suivante 

^0 = TTTT^ / - 2A) d^'x . (2.1) 

167rG Jj^ 

Pour cela, nous considerons une classe de metriques statiques s'ecrivant sous la forme 

dT^ 

ds^ = -V{r)dt' + ^ + r'a,,{y'')dy'dy^ (2.2) 

solution de (2.1), le lecteur pourra trouver une discussion de cet ansatz dans [100]. Cette classe 
de metriques est parametrisee par la fonction V{r), appelee le potentiel du trou noir, tandis 
que aij{y^) designe une metrique riemannienne arbitraire associee a la variete transverse, 
notee "H, de dimension D — 2. Nous definissons n = D — 3 par commodite pour la suite. Les 
composantes non nulles du tenseur de Riemann associees a cette geometric sont 



V" , rV 

2V ' 2 

et celles du tenseur de Ricci sont 



-R*rri - 7^ 5 R\jt - R'ijr - —<^ij ) Rijkl - T^ijkl " V {OikCTjl - Ouajk) , (2.3) 



" '"^ 2 2r 2r"+i V ; ' v ; 

Rij = T^ij - (rV + nV) = TZij - ^ (r"\/)' a,,- , (2.5) 



avec TZijki et TZij les tenseurs de Riemann et de Ricci de la variete "H construits a partir de 
la metrique intrinseque aij. Etant donne une constante cosmologique negative 



{D-l){D-2) {n + 2){n + l) 
^ = 2P = 2P ^'-'^ 



et en I'absence de champ de matiere, I'equation d'Einstein (1.79) s'ecrit alors 

n + 2 

D'apres (2.4), les composantes {tt) et (rr) de cette equation sont proportionnelles entre elles 
et sont resolues par le potentiel 

y(^) = — fn + p (2-8) 

avec K et tq deux constantes d'integration. Ainsi, les composantes (ij) de I'equation d'Einstein 
se reduisent a 

TZij = nuaij , (2.9) 

c'est-a-dire que H est un espace d'Einstein dont la courbure scalaire vaut TZ = n[n + 1)^;. 
Ces solutions possedent un horizon des evenements tant que Tq est suffisamment grand et 
decrivent la geometric des trous noirs topologiques presentes dans [74] et [99] en particulier. 
Remarquons que si % est une variete de dimension 2, c'est-a-dire D = 4, alors le tenseur 
de Riemann s'ecrit necessairement sous la forme Riju = Rgi[kgi]j- Par consequent, I'horizon 
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des evenements est a courbure constante si = 4 et nous retrouvons ainsi les trous noirs 
topologiques (1.134) rencontres a la section 1.4.3. 

Quand k < 0, la constante cosmologique negative est cruciale pour avoir un horizon des 
evenements qui cache la singularite de courbure situee en r = 0. D'autre part, si I'espace 
d'Einstein l-L est a courbure strictement positive {k > 0), I'interpretation de la solution en 
terme de trou noir survit avec une constante cosmologique A = ou A > 0. Dans le premier 
cas, avec H = 5'"+^ et 

Vir) = (2.10) 

nous retrouvons la generalisation de la solution de Schwarzschild en dimension D > A obtenue 
par F. Tangherlini [85]. Rappelons que si dfi^^^j^^ designe la metrique de la sphere S*""^^, alors 
elle est construite par recurrence selon la relation suivante 

dl]2^+i) = dx' + sin^ xdfi?^) . (2.11) 

II est ensuite facile de montrer que 5'""'"^ est un espace d'Einstein puisque son tenseur de Ricci 
est donne par TZij = naij, c'est meme un espace a courbure constante. Tout autre espace 
d'Einstein compact avec k > conduit a une generalisation de la solution de Tangherlini [101]. 
Par exemple, nous pouvons garder "H avec la topologie de la sphere S*"^^ mais avec une 
metrique de Bohm [89] construite pour 5 < n + 1 < 9. Ces metriques de type Einstein 
prennent la forme suivante 

de^ + a\e)dnfp^ + b\e)dnl^ (2.12) 

oup + g = n, p>letg>l. Ces metriques ne sont pas a courbure constante en general et 
presentent le groupe d'isometrie S0{p+1) x S0{q+1). Nous retrouvons cependant la metrique 
de la sphere S"""*"^ avec a{6) = sinO et b{6) = cos6. De telles solutions sont accompagnees 
d'instabilites classiques decrites dans [101, 102]. Une autre possibilite, avec une topologie 
differente, est de considerer "H comme un produit de spheres portant chacune une metrique 
de type Einstein avec une meme courbure positive. La meme construction est possible avec 
une constante cosmologique strictement positive, donnant des trous noirs de Sitter avec un 
potentiel 

n 2 

y(^) = — ^.-j^ (2-13) 

en supprimant le signe moins dans la definition (2.6) pour ce cas. La presence d'un horizon 
cosmologique restreint la valeur du parametre rg afin d'avoir un trou noir dans de Sitter. Le 
lecteur doit garder a I'esprit qu'a chaque fois que nous rencontrerons des trous noirs AdS 
avec K > dans la section 2.3, il est possible de prolonger ces solutions a A > et d'obtenir 
asymptotiquement un trou noir plat ou localement de Sitter, avec le meme "H et les memes 
champs de matiere. Ceci est vrai en particulier pour les solutions avec k > exposees dans 
les sections 2.3.3 et 2.3.4, bien que nous n'ayons pas souligne cette possibilite a chaque fois 
par souci de concision. 

La question que nous allons etudier dans la suite de ce chapitre est dans quelle mesure 
des champs de matiere peuvent etre ajoutes a ces solutions pour obtenir des trous noirs 
decrits par la metrique (2.2). Nous tenterons d'habiller ces trous noirs topologiques avec des 
p-formes qui constituent une generalisation naturelle de I'interaction electromagnetique, ce 
qui est I'objet de la section suivante. 
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2.1.2 Une version generalisee du theoreme de Birkhoff 

Dans cette sous-section, nous souhaitons revenir brievement sur le choix de I'ansatz (2.2). 
Cette classe de metrique pent en fait etre vue comme une version faible du theoreme de 
Birkhoff. Au heu de considerer la classe de metrique (1.115) issue de la symetrie spherique, 
nous pouvons generaliser a la classe de solutions suivante comme le suggere G. Gibbons et 
al. dans [101] 

ds^ = -2e^'''-''^''^B{u,v)-^dudv + B{u,v)^aij{y'')dy'dy^ (2.14) 

ou les fonctions B{u,v) et v[u,v) parametrisent cette famille de metriques. Dans le vide, 
cet ansatz nous conduit a une sous-classe de solutions statiques [101] qui s'ecrivent sous la 
forme (2.2), ce qui generalise en ce sens le theoreme de Birkhoff sans pour autant imposer des 
symetries. Ce resultat reste notamment vrai en presence de matiere decrite par un tenseur 
energie-impulsion T^y non nul tant que T„„ = T^^ = 0. 

La classification des solutions a partir de I'ansatz (2.14) a notamment ete etudiee dans 
la theorie d'Einstein-Gauss Bonnet dans [103] en dimension 6 puis dans [2] en presence de 
champs de matiere, ce qui sera au coeur du chapitre suivant. 

2.2 Electromagnet isme et ^-formes 

Avant de modeler I'horizon d'un trou noir avec des p-formes, nous allons expliquer suc- 
cinctement pourquoi ces p-formes constituent une generalisation du tenseur de Faraday F 
qui regit les phenomenes electromagnetiques. Comme nous le savons bien, une particule pent 
porter une charge electrique s'il existe une interaction entre la particule et le champ de jauge 
de Maxwell. L 'interaction est decrite en remarquant en particulier que la ligne d'univers 
d'une particule est unidimensionnelle et que le champ de jauge A est une forme de rang 1. 
Ainsi, I'interaction d'une particule ponctuelle de charge q est decrite par le terme suivant 
dans Paction 

f dx^^ 
q J A,{x{T))—dT. (2.15) 

Par consequent. Paction complete, decrivant la particule chargee et le champ de Maxwell, 
qui redonne I'equation du mouvement en presence de la force de Lorentz et les equations de 
Maxwell, est 

S = -m j ds-q j A^{x'')dx^ -^Jfa^F (2.16) 

ou I'integration des deux premiers termes est faite le long de la trajectoire d'espace-temps. 
Nous venons done de voir que les particules ponctuelles sont des sources du champ electro- 
magnetique. 

Dans le contexte de la theorie des cordes, il est loisible de se demander s'il existe une 
nouvelle sorte de charge associee a une corde. Une corde decrit une feuille d'univers bidi- 
mensionnelle dans I'espace-temps et ces coordonnees sont donnees par D fonctions X^(r, cr), 
ainsi les X^^ constituent des fonctions de Vespace des parametres {T,a) dans I'espace-temps. 
Si nous choisissons r et cr comme les coordonnees intrinseques de la feuille d'univers, alors 
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et sont les coordonnees de deux vecteurs tangents a la feuille d'univers lineairement 
independants. Puis, afin de decrire une interaction similaire a celle de I'electromagnetisme 
(2.15), nous avons besoin d'un tenseur 2 fois covariant. Or, il existe dans la theorie des cordes 
fermees une 2-forme B dite de Kalh-Ramond de masse nulle. Nous pouvons alors decrire I'in- 
teraction dite electrique entre la corde et le champ de Kalb-Ramond par Faction 

——B^, {X^ir, a)) drda (2.17) 

en s'inspirant de I'interaction (2.15) valable dans le cadre electromagnetique. Nous dirons 
alors que la corde porte une charge electrique de Kalb-Ramond. Precisons que I'anti-symetrie 
du champ B est necessaire pour assurer I'invariance sous les reparametrisations (r, a) de ce 
couplage, tout comme Taction de Polyakov Sp qui decrit la feuille d'univers d'une corde est 
invariante sous ces reparametrisations. Finalement, Taction complete decrivant le systeme 
constitue d'une corde chargee et d'un champ de Kalb-Ramond est 



S — Sp — 



/f)X>^ f)X'^ 1 f 

B,AX'ir,a))dTda--J H A^H (2.18) 



ou le champ H constitue le tenseur de force, analogue au tenseur de Faraday F, defini par 
H = dA. Nous pourrions continuer I'analogie en introduisant le tenseur anti-symetrique 
suivant 

f-{xP) = / {xf - XP{t, a)) ^^^drdd (2.19) 



dr da 

analogue au courant qui apparait dans les equations de Maxwell. Nous renvoyons le lecteur 
vers [104] pour un expose detaille et tres pedagogique. 

Bien evidemment, il n'y a qu'un pas a faire pour generaliser la construction precedente 
a des sources possedant plus de dimensions. Dans le cadre de la theorie des cordes, il existe, 
en plus des cordes, des objets etendus appeles des Dp-branes dont la feuille d'univers est de 
dimension p + 1. Ces Dp-branes peuvent etre chargees electriquement avec des {p+ l)-formes 
A presentent dans le secteur de Ramond-Ramond des theories des cordes de type I et II, 
analogues aux 2-formes de Kalb-Ramond. Si X^(r, a^, . . . , a^) designent les coordonnees de 
la Dp-hienie dans Tespace-temps, alors I'interaction est donnee par Taction 

/ft Xl^ r) X^'i- F) X'^P 

Passons, desormais a la construction explicite de trous noirs statiques en presence de formes 
libres en theorie d'Einstein et en dimension quelconque. 



2.3 Modeler I'horizon d'un trou noir avec des ^^-formes 

A travers cette section, nous allons tenter de contourner les theoremes d'unicite presentes 
en 1.4.2 en habillant des trous noirs topologiques avec des p-iormes libres au-dela du cas 
electromagnetique correspondant a p = 2. Cela inclut le cas de la constante cosmologique, 
celui des champs scalaires, celui des champs de 3-formes aussi connus sous le nom d'axions. 
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etc. Nous verrons que ces p-formes donnent lieu a des quantites conservees a I'infini qui 
generalisent la notion de charge electrique pour p = 2. Ainsi, elles ne sont pas associees a des 
cheveux. Ces p-formes vont permettre de modeler la geometrie de I'horizon des trous noirs 
en introduisant de nouveaux horizons et en changeant parfois completement les proprietes 
de la solution. Un exemple typique est celui du trou noir de Reissner- Nordstrom (1.127) qui 
possede un horizon interne et une singularite de courbure de genre-temps si la charge est 
plus petite que la masse et une singularite nue si la charge est superieure a la masse. De 
plus, nous constaterons que I'inclusion de p-formes change les proprietes asymptotiques des 
trous noirs dans certains cas. Nous verrons aussi que ces champs peuvent agir comme des 
champs externes, un peu comme dans la solution de Melvin [105] qui habille le trou noir de 
Schwarzschild avec un champ magnetique homogene. 

Recemment, R. Emparan et al. [106] ont montre qu'un trou noir statique asymptotique- 
ment plat ne pent pas se vetir d'une p-forme pour p G |(-D + 1)/2,D — 1|. Leur argument, 
generalise plus tard pour p > 3 dans [107], n'exclut pas que de tels champs soient por- 
tes par des horizons avec une topologie non-spherique, ni meme I'existence de p-formes en 
presence d'une constante cosmologique ou avec d'autres conditions asymptotiques. En effet, 
nous verrons que I'hypothese d'espace-temps asymptotiquement plat n'est pas adaptee aux 
trous noirs en presence de p-formes, qui modifient en general les proprietes asymptotiques de 
la solution. Rappelons aussi que R. Emparan donna dans [108] une solution explicite d'un 
anneau noir en rotation en presence d'une 3-forme qui agit comme un dipole, c'est-a-dire que 
la charge associee est nuUe. Ce champ fournit done un cheveu primaire qui parametrise toute 
une classe de solution. Intuitivement, cette solution existe car la corde associee a la 3-forme 
subit une tension qui est compensee par la force centrifuge. 



Dans cette section, nous etudierons avec une certaine generalite le probleme qui consiste 
a habiller des trous noirs statiques avec des p-formes et nous expliciterons une plethore 
de solutions. En particulier, nous exposerons un trou noir statique en dimension 4 avec 
des charges axioniques non triviales issues de 3-formes. Nous montrerons comment de tels 
axions regularisent les solutions chargees electriquement. Nous verrons aussi comment des 
champs scalaires permettent de construire des trous noirs AdS avec un horizon plat mais 
avec un potentiel V{r) associe usuellement a un trou noir possedant un horizon hyperbolique. 
Finalement, certaines de ces solutions avec constante cosmologique negative pourraient avoir 
des applications en matiere condensee via la conjecture AdS/CFT ; cependant nous n'avons 
pas explore cette direction dans cette these. 

Dans la premiere sous-section 2.3.1, nous allons introduire les champs de matiere en les 
adaptant a la geometrie (2.2), puis nous appliquerons cela au cas des p-formes en 2.3.2. 
Les trous noirs habilles par un seul champ de matiere seront presentes en 2.3.3, tandis que 
la sous-section 2.3.4 traitera du cas special des horizons de type Einstein-Kahler. Quand 
la courbure de I'horizon est positive, nous rappelons que les trous noirs presentes dans ces 
sections existent quelque soit la valeur de la constante cosmologique A, autrement ce sont 
des trous noirs AdS. Apres cela, nous discuterons en 2.3.5 le cas des trous noirs habilles par 
plusieurs champs de matiere. Enfin, nous detaillerons en 2.3.6 le cas particulier des trous 
noirs en dimension 4 avec deux champs axioniques. 
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2.3.1 Ansatz sur les champs de matiere et efFets sur la geometrie 

Nous nous interessons aux geometries qui gardent la forme (2.2) lorsque des champs de 
matiere sont inclus. En particulier, le tenseur energie-impulsion doit satisfaire les conditions 
Ttr = et Ttt + V^Trr = pour satisfaire I'equation d'Einstein en accord avec la discussion 
de la sous-section 2.1.2. II est bien connu que le tenseur energie-impulsion d'un champ de 
Maxwell satisfait ces conditions, contrairement a des champs scalaires qui dependent du 
temps ou de la coordonnee radiale. En fait, des champs scalaires avec une telle dependance 
radiale conduisent a des solutions singulieres, alors que les contraintes que nous imposons, 
mettant a I'ecart ces cas, nous fournissent des geometries de trous noirs comme nous allons 
le voir. 

De plus, nous ne souhaitons pas mettre en jeu des vecteurs ou des tenseurs privilegies 
autres que ceux provenant du feuilletage particulier introduit par la metrique (2.2). Nous nous 
refererons dans la suite a cette hypothese en parlant d'isotropie du tenseur energie-impulsion. 
Enfin, nous exigeons aussi que le tenseur energie-impulsion ne permette pas de distinguer 
differents points de H, nous parlerons alors d'un tenseur energie-impulsion homogene. Sous 
ces hypotheses, il s'ensuit que le tenseur energie-impulsion est completement determine par 
deux fonctions de r seulement, que nous nommons e(r) et P{r), et prend la forme diagonale 
suivante 

T,. = ^g^^^,^, diag (F(r)6(r), -e{r) /Vir),r'Pir)a,,) . (2.21) 

Avec une telle source, I'equation d'Einstein en presence d'une constante cosmologique A 
negative (2.6), 

G^, + Ag^, = 8nGT^, , (2.22) 

se reduit au systeme 



n 



(r^-^'Vy = ^t±^r-+i + ^e(r) + P(r) , (2.23) 
^ r n + 1 

1 



„ , n + 2 e(r) 
r V) + 



P n + 1 



cr^J . (2.24) 



Puisqu'a la fois, la metrique aij et le tenseur de Ricci TZij de "H dependent seulement des co- 
ordonnees dites transverses y\ le facteur de proportionnalite entre les deux doit etre constant 
et nous le denommons nn, ainsi 

(r"r)' - ^r"+i + = nnr^-' ; (2.25) 

et par consequent T-L est un espace d'Einstein qui satisfait (2.9). L'equation (2.25) pent alors 
etre integree pour donner le potentiel 

V(r) = K- -^ + -- ^— / e (2.26) 

avec To une constante d'integration qui a la dimension d'une longueur. Quant a I'equation 
restante (2.23) equivalente a la conservation du tenseur energie-impulsion, elle devient 

V + 1 

e'(r) + —^P{r) = . (2.27) 
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Tant que cette equation est verifiee, la metrique (2.2) avec le potentiel (2.26) et avec "H 
un espace d'Einstein (2.9) est solution de I'equation d'Einstein avec (2.21) comme source. 
Dans la suite de cette section, nous allons montrer comment des tenseurs energie-impulsion 
de cette forme peuvent etre obtenus par diverses combinaisons de champs libres. 

Notations et conventions 

Dans ce qui suit, nous allons considerer des espace-temps statiques de dimension D munis 
d'une metrique g^^, et nous definissons n = D — 3 par commodite. Les indices d'espace-temps 
sont indiques par des lettres grecques /i,z/, .... Les sections donnees par une coordonnee 
radiale constante et un temps constant de dimension n + 1 sont notees "H et possedent une 
metrique induite aij. Les indices latins i,j, . . . sont associes a ces sous-varietes. Les indices 
latins a,b, . . . sont utilises pour coUer une etiquette a chaque facteur de "H quand ce dernier 
prend la forme d'un produit direct "H = 'H^°'^^ x • • ■ x "H^"™) et chaque facteur possede 
une metrique induite notee (J^j''^ ■ Les formes volume de I'espace-temps et des sections Ti sont 
notees par e et e respectivement. Finalement, nous considererons, pour le secteur de la matiere, 
des p-formes H^p] exactes, c'est-a-dire qu'il existe -B[p-i] G A'^^-'^ i-M.) tel que H^p] = dB^_i], 
nous abandonnerons I'indice [p] quand le rang de la forme est evident. 



2.3.2 formes libres 

Pour coupler minimalement une p-forme H^p] = dB^_i] au champ gravitationnel, nous 
ajoutons a Paction d'Einstein-Hilbert (2.1) un terme representant la matiere sous la forme 

ou if^j = H^^ ^^H^^'''^^ . Les equations du mouvement pour if^p] sont di^[p] = et d^ifjpj = 0, 
c'est-a-dire 

V^^M-i....p-i ^ , V[^i/.,....^] = , (2.29) 
et son tenseur energie-impulsion est donne par 

Les contraintes Tt^. = et + V'^T„. = sur un tel tenseur se reduisent a 

Htii...ip_r = -f^rn...Vi = ■ (2-31) 

Notons que pour des champs scalaires libres correspondant au cas p = 1, cette derniere 
condition signifie que de tels champs sont independants des coordonnees t et r. Puis, les 
equations (2.29) sont resolues avec 

Htm...,., = et H,,„,^ = B,,„,^{y') . (2.32) 
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En utilisant la metrique transverse aij pour monter et descendre les indices des tenseurs £ 
et i3, nous avons 

jjtrh...i,^2 ^ __}_g^l■■■ip-2(^yi^ Jjil-i, ^ _Li5n...ip(^i) _ (2.33) 

Ici, £[p-2] B[p] sont des formes de "H de rang p — 2 et p respectivement tel que 

a,, (V^r-^-^) = , = , (2.34) 

d,, {V^B'^-'-) = , dyBi,,,.,^] = . (2.35) 
Avec le langage des formes differentielles, ceci se traduit simplement par 

HlP] = A dr A + B^p] (2.36) 

avec d£ = et d 7^:^ £^ = et de meme pour B, ou -k-^ est le produit de Hodge construit 
sur I'espace transverse "H. Ces formes harmoniques sur "H definissent ce que nous appelons 
la polarisation du champ H en decrivant sa partie electrique avec £ et sa partie magnetique 
avec B. Nous verrons aux sous-sections 5.2.2 et 5.3.2 qu'elles correspondent a des charges 
conservees associees au champ H. Precisons qu'il y aura bien evidemment des contraintes 
topologiques : par exemple, il ne sera pas possible de construire une p-forme magnetique B 
sur la sphere H = 5*"^^ avec p G |2, n] puisque dans ce cas les nombres de Betti bp sont nuls. 

Les composantes non nuUes du tenseur energie-impulsion sont 

V f £' B^ 



T ' 

■J- 7, 



i^^iki...£j 



1 ... 1 o 

-t cr,;i 



_ 3)!^2n-2p+4 \ ^{p - 2) 

Bik^„Bj^^'" — —B^aa 



(p- l)!r2p-2 ^ '^1- ^ 2p 



(2.38) 



Pour obtenir un tenseur energie-impulsion de la forme (2.21), la composante Tu ne doit pas 
dependre des coordonnees transverses Par consequent, quand 2p 7^ n + 3, et sont 
des constantes ; mais lorsque 2p = n -|- 3, le terme electrique et celui magnetique possedent la 
meme puissance de r et ainsi seulement B^ + p{p — 1)£^ doit etre constant. Dans ce dernier 
cas, les invariants £'^ et B^ peuvent done dependre a priori des coordonnees y\ Cependant, de 
telles dependances violent notre hypothese d'homogeneite ; ou dit autrement, nous pourrions 
construire deux vecteurs Vi£'^ et Vji3^ sur Ti qui briseraient I'isotropie. Dans la suite, nous 
allons simplement supposer que £'^ et B^ sont des constantes pour tout p. Nous pouvons alors 
lire la densite d'energie e(r) a partir de 
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puis definir la pression par P(r) = IGTcGTija^^r"- ^/{n + 1), d'ou 

1 / n-2p + 5 ^-2 2p - n - 1 2 



n + 1 V2(p-2)!r"-2p+5^ + 2p!r2p-'^-i^ J ■ ^^'^^^ 

Ces deux quantites satisfont automatiquement I'equation de conservation (2.27). La derniere 
contrainte pour obtenir un tenseur energie-impulsion de la forme (2.21) provient de I'isotropie 
et de I'homogeneite sur "H qui imposent, quand 2p ^ n + 3, 

Sik...Sj "■ = — rr'^ij ^ik...Bj ••■ = — —ro-ij ■ (2-41) 

n + 1 n + 1 

Encore une fois, quand la dimension de I'espace-temps est paire et 2p = n + 3, alors la partie 
electrique et celle magnetique de Tij possedent les memes puissances de r et la contrainte 
due a I'isotropie est alors affaiblie 

- ^^cx,, = {p-l){p- 2) (s^k.. .£/■■■ - ■ (2-42) 

Dans ce dernier cas, nous verrons que des solutions dites dioniques existent, c'est-a-dire avec 
un couple {S, B) non nul. Notons que nous pouvons definir un nouveau tenseur antisymetrique 
pour des solutions dioniques comme la contraction des composantes des formes electriques et 
magnetiques Aij = Bijki...kj,_2£^^"'^^~^ ■ A priori, Aij pent briser I'isotropie. Cependant, comme 
nous le verrons, il s'avere que les flux electriques et magnetiques des solutions dioniques sont 
generes par des espaces orthogonaux, ainsi Aij s'annule ; a moins que % soit le produit direct 
d'espaces de dimension 2 et dans ce cas Aij pent etre proportionnel aux formes volumes de 
ces espaces de dimension 2, sans introduire de directions privilegiees additionnelles. 

Une fois que £ et B verifient (2.34), (2.35) et (2.41) ou (2.42), nous obtenons de cette 
maniere une solution du probleme. Nous ne tenterons pas d'etablir une classification complete 
des solutions, mais nous nous contenterons de construire les solutions les plus simples a partir 
des tenseurs naturels qui sont disponibles sur "H. S'il n'y a pas une structure supplementaire 
presente, le seul tenseur antisymetrique sur l-i qui pent etre construit est la forme volume e de 
"H. Neanmoins, si I'espace transverse est Kahler, nous pouvons aussi construire les tenseurs de 
polarisation a partir de la 2-forme de Kahler. Nous commencerons par presenter des solutions 
en presence d'une seule p-forme et nous etendrons la construction a plusieurs p-formes. 



2.3.3 Trous noirs vetus d'un seul champ 

Quand le rang de la forme £ on B est egal a la dimension de "H, la condition d'isotropie 
(2.41) est facilement realisee en imposant a la forme consideree d'etre proportionnelle a la 
forme volume de H. De plus, la forme volume verifie les equations (2.34) ou (2.35). En 
notant la forme volume sur l-i par e^^+i], nous pouvons construire une polarisation electrique 
£ = Qe^ln+i] quand p = n + ?> fournissant ainsi une solution chargee electriquement et une 
polarisation magnetique B = qm^[n+i] quand p = n+1 conduisant alors a une solution chargee 
magnetiquement . 
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Solutions electriques p = 2 pour tout n 

Ce cas correspond a la theorie d'Einstein-Maxwell avec A < ou £^ est une 0-forme 
qui pent etre allumee pour tout n sans briser I'isotropie. En prenant £ = qe on Qe est une 
constante, nous obtenons la solution bien connue de Reissner-Nordstrom-AdS : 

n 1 1 

V{r) = fi; - ^ + + , et H= -^dt A dr . (2.43) 

Solution magnetique p = n + l = D — 2 

C'est le cas dual a celui d'une 2-forme electrique, la solution est alors duale a la solution 
de Reissner-Nordstrom-AdS chargee electriquement dans la theorie d'Einstein-Maxwell : 

nr) = .-^ + ^ + ^;;j^^. (2,44) 

13 = Qm^n+i] et H = qme[n+i] ■ (2.45) 

Solution dionique pour p = 2 et n = 1 

En dimension D = 4, les flux electriques et magnetiques des deux solutions precedentes 
peuvent etre combines au sein d'une seule 2-forme. C'est encore une fois la solution fami- 
liere de Reissner-Nordstrom-AdS en dimension 4, portant une charge a la fois electrique et 
magnetique : 

2 2 2 

V{r) = - ^ + ^ + et H= |dt A dr + g^q^] • (2.46) 

Solution electrique p = n + 3 = D 

Dans ce cas, H agit comme une constante cosmologique et la solution est 

ipTL ^2 / ^2 72 \ 

fM — ;^ + Ii(i-^^;rTT)(;rT2)) ■ 

S = qeein+i] et H = qy'+'dt A dr A €[^+1]. (2.48) 

En ajustant la charge electrique Qf,, il est alors possible d'annuler le terme de constante 
cosmologique present dans le potentiel du trou noir et d'obtenir la solution de Schwarzschild- 
Tangherlini [85] quand k = 1. La solution est par consequent asymptotiquement plate a I'aide 
de la D-forme qui, agissant comme une constante cosmologique, annule I'effet de A sur la 
geometric de I'espace-temps. 

Produit d'espaces d'Einstein avec de simples flux 

Supposons desormais que soit le produit direct de espaces d'Einstein T-L^"""* avec les 
metriques induites notees a^J^ et les tenseurs de Ricci TZlj^ tels que TZlj^ = n^^^^a^jK Supposons 
que tons les k^"'"' sont egaux a une valeur que nous notons uk par convention, n + 1 etant la 
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somme des dimensions des espaces n'-'^l De cette maniere, le produit direct "H est aussi un 
espace d'Einstein verifiant (2.9). Cela ouvre la possibilite d'avoir des flux de p-formes avec 
un plus large spectre concernant les valeurs possibles de p. 

En effet, supposons que la theorie contienne une p-forme H[p]. Comme nous avons vu, elle 
est definie par les deux formes de polarisation S et B, de rang p — 2 et p respectivement. Si 
tons les espaces n^"^ ont la meme dimension d, ainsi Nd = n + 1, nous pouvons alors allumer 
un flux magnetique ou electrique H^] sur chaque espace d'Einstein de H quand p = d on 
p = d + 2 respectivement de la maniere suivante. 

Considerons d'abord le cas magnetique. Supposons que H soit le produit direct de N 
varietes d'Einstein de dimension p, ainsi n + 1 = Np. Chacun de ces espaces "H^"^ possede 
une forme volume e^^y Le champ 

N 

i^M =qmYl i^^'^^ (2-49) 

a=l 

resout ^ alors les equations (2.35) et (2.41) tant que p > 2 (nous avons besoin d'au moins deux 
indices dans les epsilons pour resoudre (2.41), autrement de simples termes en B^p] brisent 
I'isotropie) et conduit a une solution en dimension D = Np + 2 avec 

Nq"^ 2- N 

'"^ P=^^.^ (2-50) 



et par consequent 

V{r\ = K — — + - — —— (2 ^1) 

P 2p{Np - 2p + 1) r^(p-^) ' ^' ' 

Pour = 1, nous restaurons la solution magnetique precedente (2.44) on p = n + 1. Notons 
que, quand > 2, la contribution de la p-forme au potentiel du trou noir change de signe et 
est toujours negative, ce qui signifie qu'il y a des solutions regulieres de trous noirs meme avec 
vq = 0. Cependant, dans ce cas, la decroissance de ce terme en fonction de r est plus faible 
que celle du terme de masse et modifie alors la structure asymptotique de I'espace-temps. Ce 
terme se comporte comme un terme de masse effectif pour une dimension inferieure. 

Comme simple illustration de cette construction, considerons la theorie d'Einstein-Maxwell 
en dimension D = 6. Nous avons par exemple des trous noirs avec un horizon x qui 
portent des flux magnetiques sur chaque sphere : 

dr^ 

ds^ = -V(r)dt^ + + (del + sin' d^') + (dej + sin^ 62 d0^) , (2.52) 
V[rj 

1 3 2 2 

H = qm (sin 01 d^i A d0i ± sin 02 d^s A d02) et V{r) = -^ + '- - ^ . (2.53) 

3 r-^ r 4r^ 

Cette solution chargee magnetiquement est apparue pour la premiere fois dans [109] en theorie 
d'Einstein-Gauss-Bonnet et en presence de corrections d'ordres superieures pour le secteur 
de la matiere. 



1. Les equations contraignent la magnitude des flux a etre egale sur chaque facteur du produit d'espace 
d'Einstein, cependant I'orientation relative est libre, d'ou les signes arbitraires dans (2.49). 
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Une solution legerement plus compliquee avec une 3-forme libre dans un espace-temps de 
dimension 8 est donnee par une solution de trou noir avec un horizon x sous la forme : 

dr^ 

ds^ = -V&t^ + "j;r (^^? + si^^ ^1 + ^1 ^^?) (^^2 + sin^ 92 d0^ + cos^ 62 d^^) 

(2.54) 

avec 

= ^(sin2^id^i Ad0i Ad^i±sin2e2d02Ad02Ad^2) et V^(^) = ^ " ^ + S - |^ ■ 

(2.55) 

L'espace l-i pent egalement etre construit comme le produit d'espaces plats W ou hyper- 
boliques avec une modification evidente pour H ei V . Des exemples en dimensions sup- 
plementaires peuvent facilement etre construits a partir de la forme generale de la solution 
(2.49) et (2.51). 

Le cas electrique fonctionne de la meme maniere. Prenons l-i comme le produit direct 
de espaces d'Einstein de dimension {p — 2) avec la meme courbure et mettons un flux 
electrique de meme magnitude sur chaque 1-L^'^\ Encore une fois, la condition d'isotropie 
(2.41) impose p > 4 et nous obtenons alors 



N 



2^(A^-2)p-2Ar+4 



et 



^' r" /2 ^ 2(p-2)((Ar-2)(p-2) - l)r2(^-i)(p-2)-2 • ^ '^'^ 

La contribution de la charge electrique dans le potentiel du trou noir V est negative pour 
iV < 3 et positive sinon. Quand N = 1, nous restaurons le cas p = n + 3 donne par 
I'equation (2.47). Pour N = 2, ces solutions electriques sont duales aux solutions magnetiques 
precedentes (2.51), ces dernieres ont un rang p' = p — 2 pour la forme correspondante donnee 
par (2.49). En revanche, la version duale des solutions electriques avec > 3 va engendrer des 
flux magnetiques qui ne sont pas portes par un seul facteur du produit d'espaces d'Einstein, 
mais par un sous-ensemble de ces espaces. Ce qui nous amene a la classe de solutions suivante. 



Produit d'espaces d'Einstein avec des flux composites 

Si le flux de i3 ou £^ n'est pas porte par chaque "H^"^ uniquement, mais par plusieurs 
facteurs, la construction se deroule de la meme maniere, meme si la dimension de "H n'est 
pas un multiple du rang de la forme. Soit > 2 la dimension d'un espace elementaire "H*^"-' 
et p le rang de B multiple d : p = md. Pour chaque choix de m espaces elementaires 
{T-L^°'^\ . . ■ ,'H^°'"''), nous avons une p-forme volume donnee par e^""^ = e*^"^-* A ... A e^"-"^^ et 
nous pouvons definir le flux magnetique par 

K?{a} _ _P|_-(ai) Ja2) 4am) fey 
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ou plus simplement par 

= g^e("i) A ... A e^"™) . (2.59) 

Nous notons ici par {a} = {ai, . . . ,am} I'ensemble ordonne de m entiers 1 < ai < . . . < 
dm N qui consiste a choisir m espaces elementaires l-L'^"'^ parmi les disponibles. Un tel 
flux brise I'isotropie puisque m espaces elementaires sont privilegies ; neanmoins I'isotropie 
est aisement restauree en sommant sur tons les choix possibles de m espaces elementaires 
parmi les qui sont disponibles avec une meme magnitude, 

B = Y^ B^"^ = gm XI ^ • • • ^ ^^"""^ • (2-60) 

{a} {a} 

Ceci resout (2.41) et nous avons ainsi trouve une solution chargee magnetiquement. L'orien- 
tation de chaque flux dans la somme reste arbitraire, mais la magnitude doit etre la meme 
pour chaque flux. Un simple calcul de combinatoire montre que pour un tel flux magnetique, 
nous avons 

= —^^f^—ql . (2.61) 
m!(A^-m)! ™ ^ ' 

Quant a la geometric de ce trou noir charge magnetiquement, elle est donnee par (2.2) avec 
le potentiel (un terme logarithmique apparait pour 2p = n + 2) 



r" P 2{n + l){2p-n-2)m\{N -m)\r'^P- 



K etant determine par la relation (2.9). Donnons un exemple simple de cette construction en 
dimension D = 8 avec H = S"^ x x S"^ et une forme de rang p = 4. D'apres I'equation 
(2.60), nous avons le champ suivant 

= (e(i) A e(2) ± e(2) A e^^) ± e^'^ A e^^)) . (2.63) 
Puis, en choisissant un systeme de coordonnees tel que 

ds2 = -V{r)df + + [del + sin^ Oi d^? + d^^ + ^^^2 ^^2 ^ ^^2 ^ ^^^2 ^^2^ ^ 

nous avons une solution avec 



(2.64) 



1 5 2 2 

if = g™(sin^isine2dei Ad0i Ad02Ad</.2 et = ^ " ^ + |^ + |^ • 

± sin 62 sin ^3 d6'2 A d02 A dO^ A d03 

±sin^3sin^id^3 Ad03 Ad^i Ad0i) , (2.65) 

L'extension de cette construction a des flux electriques est simple. Soit une p-forme 
purement electrique, elle est alors deflnie par la polarisation qui est une forme de rang 
{p — 2) deflnie sur "H. Desormais, la dimension d > 2 des espaces elementaires "H*^"-* doit 
etre un diviseur de p — 2 : p = md + 2. Encore une fois, pour chaque choix de m espaces 
elementaires (T-L^°'^\ . . . nous pouvons deflnir un flux electrique 

g{a} ^ ^^^(ai) ^^^^^ ^{a„) (2.66) 
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avec {a} = {oi, . . . ,0^} definissant la selection des espaces elementaires l-L^""^ comme pre- 
cedemment. Afin de restaurer I'isotropie, nous sommons sur tons les choix possibles de m 
espaces elementaires parmi les qui sont disponibles avec une meme magnitude 

S = Y^ ^^"^ = qeY^ ±e("') A ... A e^'^'") . (2.67) 

{a} {a} 



Ceci resout I'equation (2.41) avec 



_ {p-2)\N\ 



et produit une solution chargee electriquement dont la geometric est donnee par la metrique 
(2.2) avec le potentiel (un terme logarithmique apparait pour 2p = n + 4) 

rn N\ 

V{r\ = K - — + — — — f2 691 

r" /2 ^ 2(n + l)(n-2p + 4)m!(Ar-m)!r2-2p+4 ' ^ '"^^ 

K etant determine par la relation (2.9) comme d'habitude. La solution duale, a celle chargee 
electriquement par une forme if[p] de rang p = md+2, est un trou noir charge magnetiquement 
par une forme de rang p' = D — p = m'd avec m' = N — m et une charge = Qe- C'est 
precisement la solution donnee par les equations (2.60) et (2.62). Dans le cas particulier 
m = A^ — 1, la solution duale se reduit a celle avec de simples flux donnee par (2.49) et (2.51). 

L'exemple precedent en dimension D = 8 avec un espace d'Einstein de la forme H = 
52 X 52 X iS^ pent alors etre etendu au cas electrique avec une meme 4-forme. Le trou noir 
qui en resulte en D = 8 a pour metrique (2.64) avec 

"1 ,i-.5 fp'2 ^2 

et un champ de 4-forme 

H =^dtAdr A (sin Oi dOi A d0i + sin 62 d^2 A d02 + sin ^3 d^g A d^g) . (2.71) 

II se trouve que dans ce cas, nous avons construit une solution a la fois electrique et ma- 
gnetique a partir d'une meme 4-forme, ceci permet d'entrevoir la possibilite d'obtenir des 
solutions dioniques que nous allons presenter dans le prochain paragraphe. 

Une autre remarque importante est que la construction de solutions avec des flux compo- 
sites sur des espaces de dimension ci = 1 ne fonctionne pas ici. A la section 2.3.5, nous verrons 
comment modifier cette construction en introduisant plus de champs independants, de telle 
sorte que toutes les equations du mouvement soient satisfaites quand H est le produit direct 
d'espaces unidimensionnels. 

Trous noirs dioniques sur des produits d'espaces d'Einstein bidimensionnels 

Dans la construction precedente, nous avons vu comment adapter des flux electriques et 
magnetiques sur le produit de A^ espaces d'Einstein de dimension d. En particulier, les trous 
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noirs qui en resultent sont charges electriquement si p — 2 est un multiple de d et charges 
magnetiquement si p est un multiple de d. Par consequent, quand d = 2, nous pouvons 
allumer simultanement un flux magnetique et electrique issu d'une forme de rang p pair si 
> p/2 et le champ total est simplement donne par la somme des parties electriques et 
magnetiques ^. La solution de trou noir dionique est done obtenue facilement en superposant 
les solutions du paragraphe precedent et, en definissant m = p/2, elle prend la forme (2.2) 
avec 

1 , 1 Qe 

(2p - n - 2) r2p-2 {n - 2p + A) r^^-'^P+'^ \ ' 

(2.72) 

H = q^Y" ±e('^i) A ... A e^'^'") + 'l^, V ±dt A dr A e^"^) A ... A e^"'"-^) . (2.73) 

^^^^ /y'TL — zp-pu ^^^^ 

{a} {a} 

Nous pouvons nous demander si ces solutions dioniques possedent des proprietes d'auto- 
dualite ou d'anti-dualite quand D = 2p. Dans ce cas, = p — 1 et la dimension de I'espace- 
temps doit etre un multiple de 4 : D = 4m. La solution precedente se simplifie alors pour 
donner 

V(r) = - ^ + - + + (2 74) 

' P +m!(m-l)! 4r-+i ' ^ ' 

H = qmY^ ^^^"'^ ^ • • • ^ e'^"'"^ + ^ 5Z ^ ^ ^^"'^ ^ • • • ^ ^^"""'^ • (2.75) 

{a} ^ {a} 

Nous pouvons alors facilement montrer qu'aucun choix de signes relatifs pent fournir des 
proprietes de dualite avec une signature lorentzienne. D'un autre cote, Vinstanton euclidien 
associe, obtenu par une double rotation de Wick du temps et de la charge electrique, est 
auto-dual a condition que les charges soient egales en valeur absolue (c'est-a-dire en prenant 
qe = —iqm avec reel) et que tons les signes soient egaux. Cette condition impose q'^+qm = 
de telle fagon que la fonction potentiel V{r) coincide avec celle du vide (2.8). Ces instantons 
possedent la meme geometric que les solutions euclidiennes AdS du vide mais avec un champ 
H non trivial. Ce dernier a done un tenseur energie- impulsion nul qui n'influence pas la 
metrique. 

Explicitons avec un exemple sur H = S'^ x S'^ x S"^ et une 4-forme en superposant les 
deux exemples du paragraphe precedent en dimension 8. La metrique est donnee par (2.64) 
avec comme potentiel pour le trou noir 

V{r) = ^ - 4 + ^ + (2.76) 



V{r) 







r 



^ + /2 + 2{n + l)m\{N 



m] 



et 



2. L'autre possibilite d = 1 necessite un horizon % plat et sera analysee dans 2.3.5. 
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et le champ total est donne par 

if = ^ sin 6*1 dt A dr A ddi A d0i + qm sin 62 sin 9-^ ^62 A d02 A d6'3 A d03 

+ -| sin 62 dt A dr A d6'2 A d02 + q-m sin 6^3 sin 9i dO-i A d03 A d^i A d0i 

+ sin 6^3 dt A dr A d6'3 A d03 + q^ sin 9i sin ^2 d^i A d0i A d^2 A d02 • 

(2.77) 

Apres cela, nous pouvons prolonger analytiquement le temps et la charge electrique de la 
solution a des valeurs imaginaires pures et, en imposant q^ = —iqm, nous obtenons ainsi une 
solution euclidienne avec une 4-forme reelle : 

ds^ = V{r)dT^ + + r^ {d9l + sin^ 9^ d(f)l + d9l + sin^ ^2 d^l + d9l + sin^ 9^ d(j)l) , 

nr) = 5 - + p (2.78) 
avec la 4-forme suivante 

if = ^ sin 6*1 dr A dr A d9i A d0i + g„ sin 92 sin 6*3 d6'2 A d02 A d6'3 A d03 

+ ^ sin 6*2 dr A dr A d6'2 A d02 + qm sin 9^ sin 9i d6'3 A d03 A d6'i A d0i 

+ ^ sin 6*3 dr A dr A d6'3 A d03 + g„ sin 9i sin 6*2 d6'i A d0i A d6'2 A d02 • 

(2.79) 

La topologie des sections euclidiennes est M.'^xS'^xS^x avec ce qui s'appelle usuellement 
un "bolt" en anglais qui correspond a la plus grande racine de (2.78). La geometric de la 
solution est la meme que celle du vide, mais il y a en plus un champ reel H verifiant -kH = H. 
Dans le prochain paragraphe, nous allons poser notre regard avec plus d'attention sur de tels 
instantons euclidiens. 

Instantons auto-duaux pour 2p = n + 3 

La raison pour laquelle (2.42) n'est pas resolue facilement en signature lorentzienne quand 
les parties electriques et magnetiques du champ sont allumees est due a la presence du signe 
moins devant le terme quadratique en S. II provient de la contraction dans la direction tem- 
porelle et est usuellement une obstruction pour obtenir des solutions dioniques lorentziennes 
avec un seul champ H. Cependant, si nous decidons de travailler avec une metrique de si- 
gnature euclidienne 

dr^ 

ds^ = \/(r)dr2 + ^ + r^^^Jiy)dfdy^ (2.80) 

et avec un champ H^p] donne par (2.32), alors le signe moins disparait dans la premiere 
equation (2.33) et la condition d'isotropie (2.42) devient 

- :^cT,^ = -ip - - 2) (^£.k.. .£/■■■ - ;^^^?) ■ (2-81) 
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Nous avons deja trouve de tels instantons dans le paragraphe precedent lorsque "H est le 
produit direct d'espaces bidimensionnels. Ici, nous obtenons de nouveaux instantons avec 
une construction differente. 

Soit le produit direct de deux espaces d'Einstein Ti^^^ et H*-^-* de dimensions p — 2 et 
p respectivement tel que Ti soit un espace d'Einstein satisfaisant (2.9). Ceci est possible si 
les metriques a^j^ et a^j^ et les tenseurs de Ricci et TZ^^^ de V,^^^ et 7/^^^ respectivement 
sont relies par 

'R}ff=nKaff et = riKaff . (2.82) 

Puis, en utilisant les formes volumes e*-^-* et e*-^-* sur nous pouvons generer un 

flux electrique et magnetique en posant 

£ = q^e^^^ et B = g^e^^) . (2.83) 

Par construction, ces flux satisfont (2.34) et (2.35) et il est facile de verifier que si = Qm = q 
alors (2.81) a lieu aussi. Un simple calcul montre egalement que le tenseur energie-impulsion 
d'un tel champ est nul : T^j^ = 0. 

Le champ H[p] n'influence done pas la metrique et la geometric de ces instantons coincident 
avec les sections euclidiennes des solutions AdS du vide avec des topologies non triviales : 
la metrique est donnee par (2.2) avec le potentiel (2.8). Cependant, notons que lorsque la 
solution subit une rotation de Wick pour etre exprimee dans la signature lorentzienne, la 
charge electrique devient purement imaginaire. Finalement, il est facile de verifier que si p 
est pair et qe = qm alors la solution est auto-duale, c'est-a-dire -kH = H. 

Illustrons cette construction par un exemple en dimension 8 avec une 4-forme et un espace 
transverse H = x S"^ avec des rayons relatifs pour les spheres choisis de telle fagon que Ti 
soit un espace d'Einstein. La solution est auto-duale et s'ecrit 

ds^ = V{r)dr' + + r'dfij^) + SrMQ^^ (2.84) 

avec 

■j^ 5 2 

V{r) = ^ - ^ + ^ et if = ^dr A dr A ep] + 9q e[4] , (2.85) 

ou 6^ '^^(4) sont les metriques de la sphere unite et de la sphere unite 5^ respecti- 

vement avec i[2] et e[4] les formes volumes correspondantes. 

2.3.4 Trous noirs avec des horizons de type Einstein-Kahler 

Si la dimension de I'espace-temps est paire, n + 1 = 2k, et "H est un espace de Kahler, il 
y a alors une 2-forme harmonique : la 2-forme de Kahler. Le lecteur pourra a cette occasion 
consulter la sous-section 1.2.3 qui propose des rappels sur les varietes kahleriennes. Pour tout 
m G |1, fc], la 2m-forme u^"^\ obtenue en prenant le produit exterieur de u avec lui-meme est 
harmonique aussi. A I'aide de la structure presque complexe definie sur H, la 2-forme u verifie 
la condition d'isotropie (2.41). Par consequent, tons les co^^^ la verifient egalement et nous 
avons ainsi k formes isotropiques et harmoniques qui peuvent etre utilisees pour construire 
de nouvelles solutions de la meme fagon que ce qui a ete realise avec les formes volumes dans 
les paragraphes precedents. Notons que la forme de rang maximun co^'^^ est proportionnelle a 
la forme volume. 
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Trou noir magnetique de type Einstein-Kahler 

Considerons une forme de rang p pair avec 2 < p < 2k. Ainsi une polarisation magnetique 
de la forme 

B = (2.86) 

resout les equations (2.35) et (2.41). Par consequent, la geometrie donnee par la metrique 
(2.2), avec le potentiel V{r) obtenu a partir de (2.26) et (2.39) ou le champ H (2.32) est celui 
qui correspond a la polarisation B mentionnee au-dessus, resout les equations du mouvement. 

Trou noir electrique de type Einstein-Kahler 

La meme construction pent etre menee dans le cas electrique. Considerons encore une fois 
une theorie avec une forme de rang p pair mais avec 4 < p < 2k + 2. Nous pouvons alors 
choisir la polarisation electrique suivante 

S = qeu^"'^-^'^ (2.87) 

qui resout les equations (2.35) et (2.41). Nous obtenons alors une solution avec la metrique 
donnee par (2.2), (2.26) et (2.39), et le champ H (2.32) correspondant a la polarisation £. 

Trou noir dionique de type Einstein-Kahler 

En superposant les solutions electriques et magnetiques precedentes, nous pouvons faci- 
lement construire des solutions dioniques chargees electriquement et magnetiquement sous 
une p- forme verifiant 4 < p < n + 1 . 

Produit direct d'espaces de type Einstein-Kahler 

Dans les sous-sections precedentes, nous avons explique comment construire des solutions 
lorsque l-L est le produit d'espaces d'Einstein. La meme procedure pent etre menee avec le 
produit d'espaces de type Einstein-Kahler, en utilisant les nombreuses formes harmoniques 
qui vivent sur ce produit. Observons que le produit direct d'espace de Kahler est lui-meme 
un espace de Kahler, dont la forme de Kahler est donnee par la somme des formes de Kahler 
de chaque espace. Par consequent, pour un tel espace "H, des solutions existent avec des po- 
larisations magnetiques et electriques donnees par (2.86) et (2.87) respectivement. Toutefois, 
si le groupe de cohomologie de "H I'autorise, des flux plus generaux peuvent etre construits. 

En effet, les formes isotropiques et harmoniques de chaque facteur de % permettent de 
generaliser la procedure que nous avons utilise pour construire des solutions avec de simples 
flux sur des produits d'espaces d'Einstein. Tout ce que nous avons a faire est de construire 
les champs en utilisant les formes u^'^'^ sur chaque facteur au lieu des formes volumes. Tres 
brievement, voici comment cela se passe. 

Soit l-L = /C*-^^ X ■ ■ ■ X /C*^^) un espace d'Einstein forme par le produit direct de N espaces de 
Kahler /C*^"\ de dimension d chacun, auquel est associe une 2-forme de Kahler u^"'^ et soit H 
une forme de rang p pair. Comme precedemment, nous construisons des formes harmoniques 
sur /C*^"^ de rang 2m notees cu^"'"*) definies comme le produit exterieur de w^"^ avec lui-meme 
m fois. 
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Si 2 < p < d, nous pouvons allumer sur "H un flux magnetique de la forme 

N 
a=l 

D' autre part, si4<p<d + 2, nous obtenons la version electrique en prenant 

N 



Si 



[p-2] 



(2.89) 



a=l 



II est facile de montrer que ces polarisations sont des formes isotropiques sur "H et que la 
metrique (2.2) avec (2.26) est obtenue comme d'habitude. 

Des solutions plus generales peuvent etre obtenues en utilisant des flux composites, comme 
nous I'avons vu sur des produits d'espaces d'Einstein, en decomposant les formes de polari- 
sations comme des produits exterieurs de formes harmoniques et en restaurant I'isotropie en 
sommant sur toutes les permutations possibles. Plutot que de donner de lourdes formules, 
illustrons notre propos avec un exemple en dimension D = 10 qui pent etre facilement re- 
produit a d'autres dimensions. Supposons que "H = IC^^^ x /C'-^-' soit le produit direct de deux 
espaces de type Einstein-Kahler de dimension 4 avec des 2-formes de Kahler cD'^^) et u^'^^ 
respectivement. Nous avons alors les possibilites suivantes pour les flux 



(2.90) 



Des combinaisons lineaires sont possibles dans le cas p = 4, par exemple la solution (2.86) 
construite a partir de la forme de Kahler de "H en etant une 
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(2.91) 



De maniere similaire, il est possible de construire des flux electriques. 

Un second exemple en dimension D = lA avec n = /C(i) X /C(2) X /C(3), ou les trois facteurs 
sont des espaces d'Einstein-Kahler de dimension 4, presente les possibilites suivantes 
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La generalisation a des produits arbitraires d'espaces d'Einstein-Kahler est evidente. Le lec- 
teur interesse pourra construire des exemples plus explicites sur la metrique de Fubini-Study 
sur I'espace projectif CP" ou sur la metrique de Bergman [103,110]. 



2.3.5 Trous noirs fagonnes par plusieurs champs 

Considerons une theorie avec plusieurs p-formes libres, avec meme differents rangs. Le 
tenseur energie-impulsion est desormais la somme des tenseurs energie-impulsion de chaque 
champ et il pent etre sous la forme (2.21) meme si chaque champ brise I'isotropie. Chaque 
champ pent etre decompose, selon (2.32), en une partie electrique et une autre magnetique 
qui resolvent independamment les equations (2.34) et (2.35). Puis, une fois la condition 
d'isotropie verifiee pour le tenseur energie-impulsion total, la fonction e(r) est simplement la 
somme des contributions issues de chaque champ et, par consequent, le potentiel V{r) regoit 
simplement des contributions additives. Dans la suite, nous montrerons comment cela pent 
etre acheve en polarisant les champs avec precision. 

La maniere la plus simple pour imposer la condition d'isotropie est que chaque champ 
verifie I'equation (2.41) ou (2.42), dans ce cas nous pouvons superposer trivialement les 
solutions issues de chaque champ. 



Principe de superposition : un exemple 

Considerons une theorie avec une 2-forme Fy2] et une (n + l)-forme H\n+i\- Si nous etei- 
gnons la 2-forme, nous pouvons construire une solution magnetique avec p = n + 1; tandis 
qu'en I'absence du champ H, nous pouvons avoir une solution electrique. En superposant ces 
champs, nous obtenons une solution chargee electriquement par F et magnetiquement par 
H : 

Vir) = K- ^ + - + —^^—^^ , (2.93) 

^ = ^I^T^^ ^ ^ = (ln^e[n+l] • (2.94) 

En particulier, puisque la polarisation electrique de la 2-forme n'a pas d'indice porte par 
H, une telle charge electrique pent etre ajoutee a toutes les solutions presentes dans cette 
section, bien que nous ne I'ayons pas indiquee explicitement. 

Plus generalement, quand le rang de la p- forme ne correspond pas a la dimension de "H, 
cela introduit des directions privilegiees sur "H et le tenseur energie-impulsion n'est alors pas 
de la forme (2.21). Cependant, il est possible de considerer de multiple copies de ce champ et 
de les orienter de telle fagon que le tenseur energie-impulsion total prenne la forme souhaitee, 
ce que nous allons montrer dans la suite. Cette construction devrait rester valide avec des 
espaces d'Einstein H courbes, a condition de determiner toutes les formes harmoniques sur 
H. Nous nous limiterons a analyser dans les paragraphes suivants des solutions avec des 
sections T-t plates. 

Isotropie issue de plusieurs champs sur ]R"+^ : le cas magnetique 

Supposons l<p<n + let soit {e"} une base orthonormale de 1-forme sur M""*"^. 
Chaque forme admet la decomposition e° = e°'idy\ Par definition, nous avons les relations 
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utiles a^^e'^iC^j = 6°''' et aij = 5abG°'iG^j- Considerons maintenant la partie magnetique d'une 
p- forme Elle possede p indices sur "H et il n'est pas possible d'allumer ce flux sans briser 
I'isotropie. Cependant, nous pouvons construire un tenseur energie-impulsion de la forme 
(2.21) a partir de 

= , (2.95) 

p\[n — p + 1)\ 

p-formes libres independantes, dont les indices sont distribues de telle sorte que le tenseur 
energie-impulsion total, qui est la somme des tenseurs energie-impulsion de chaque champ, 
recouvre I'isotropie. Voici comment se fait la construction. A chaque champ est associe un 
ensemble ordonne {a} = {oi, . . . , Op} d'entiers tels que 1 < ai < . . . < ap < n + 1. Ces entiers 
indiquent dans quelles directions vivent les indices du champ 

^J:X""'^ = ^-P'^"['i---^'''v] (2-96) 

ou plus simplement 

= g„e"i A . . . A e'^'' . (2.97) 

Cette p-forme satisfait trivialement (2.35) avec une metrique induite plate sur l-i. Puis, la 
contraction 

1=1 

devient isotropique une fois que la somme est effectuee sur tons les champs possibles 

E 4t..,ej°"=-'' = ll (^^l^,y -ii ■ (2-99) 

Ainsi, le tenseur energie-impulsion verifle la forme isotropique (2.21) avec 

,(r)= (^ + ^)' ^ p(^)= I'rn .2 100) 

2p!(n-p+ l)!r2p-"-i ' 2p!(n-j9 + l)!r2p-«-i' ^' ' 

et le potentiel du trou noir devient (un terme logarithmique apparait quand 2p = n + 2) 

V(r) = --^ + — + - — (2 101) 

2p\{n - p + l)\{2p - n - 2) r^P-^ ' ^' ' 

puisque pour un espace l-L plat nous avons k = 0. Lorsque p = n + 1, nous avons un seul 
champ magnetique et nous retrouvons alors le resultat (2.44) dans le cas particulier k = et 

n = w+\ 

Un cas particulier interessant a lieu pour p = 1. La solution decrite correspond alors a 
n + 1 champs scalaires ^'^^^ un champ pour chaque coordonnee de I'espace transverse plat, 
et dans ce cas la contribution magnetique dans le potentiel du trou noir ne depend plus de 
la coordonnee radiale r. La solution est 

J 2 2 n 2 

^ ' i=l 

(2.102) 
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decrivant ainsi un trou noir AdS avec un horizon plat, mais avec un potentiel sous la forme 
usuellement associee a un trou noir possedant un horizon hyperbolique [99], avec un terme de 
courbure effectif Kgff = —q^/2n < 0. Les champs scalaires sont en fait definis a une constante 
pres puisqu'ils rentrent dans Faction seulement sous forme de derivees, cela correspond sim- 
plement a I'invariance de jauge des p-formes. Dans ce cas, nous pouvons compactifier I'horizon 
en un tore de dimension n+1 en utilisant cette invariance. Cela conduit a un trou noir asymp- 
totiquement localement AdS avec un horizon toroidal habille par des champs scalaires. En 
particulier pour D = 4, ces champs scalaires sont duaux a des axions et nous analyserons ces 
trous noirs axioniques dans la sous-section suivante. Passons electrique. 

Isotropie issue de plusieurs champs sur ]R"+^ : le cas electrique 

La meme construction pent etre developpee pour le cas electrique, conduisant a une 
solution duale a la precedente. Supposons 3<p<n + 3etun secteur de matiere avec 

p-formes. A chaque champ est associe un ensemble ordonne {a} = {ai, . . . ,0^-2} d'entiers 
tels que 1 < ai < . . . < ap_2 < n + 1 comme precedemment. Nous pouvons alors definir les 
polarisations electriques par 

= q^e"^ A ... A e"^-^ . (2.104) 

Puis, la contraction 

p-2 

41.fc,_/l"^'"-'^-^ = <lliP - 3)! 5^ e'^Ue^', (2.105) 

1=1 

devient isotropique une fois que la somme est effectuee sur tons les champs possibles 

E4i./i""' = I'uzf^,"" ■ (2.106) 

{a} 

Ainsi, le tenseur energie-impulsion verifie la forme isotropique (2.21) avec 

e(r) = ^^ + ^)' ^ P(r) = ^'■i^-'^P + ^) 'l_ 107) 

^' 2(p-2)!(n-p + 3)!r"-2p+5 ' ^' 2(p - 2)!(n - p + 3)! r'^-2p+5 ' ^' ' 

et le potentiel du trou noir devient (un terme logarithmique apparait quand 2p = n + 4) 

V(r) = --^ + — H - - (2 108) 

r" /2 2(p-2)!(n-p + 3)!(n-2p + 4)r2"-2p+4 ' ^ 

puisque pour un espace "H plat nous avons k, = 0. Lorsque p = n + 3, nous avons un seul 
champ electrique et nous restaurons alors le resultat (2.47) dans le cas particulier k = et 
n = 

Finalement pour p = n + 2, nous obtenons la solution duale au trou noir muni de n + 1 
champs scalaires magnetiques (2.102) presentee au paragraphe precedent avec une metrique 
qui est determinee par le potentiel 

^2 (i-i'T' 

nr) = -|-^+p. (2,109) 
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Encore une fois, I'espace-temps qui en resulte definit un trou noir AdS avec un horizon 
plat mais avec un potentiel associe usuellement a un trou noir hyperbolique avec un terme de 
courbure effectif Keg = —q^/2n < 0. Plus generalement, la dualite electromagnetique relie une 
solution avec une p-forme electrique h}^^^ construite a partir de la polarisation (2.104) a une 
solution obtenue dans le paragraphe precedent avec une pj,-forme magnetique H\p^-\ = -^^H^p] 
construite a partir de (2.96) avec qe = q-m on p^, = n + 3 — p. II est facile de verifier que le 
nombre de champs a utiliser coincide, c'est-a-dire Ne{n,p) = Nm{n,p^) 



Solutions dioniques sur ]R"+^ avec 3 < p < n + 1 

Pour ces valeurs de p, nous avons a la fois obtenu des solutions magnetiques avec A*";, 
champs et des solutions electriques avec Ng champs. En utilisant le principe de superposition, 
nous pouvons alors generer des solutions dioniques. Considerons par exemple A*";, + Ne p- 
formes, les Nf, premiers de la forme (2.96) et les autres sous la forme (2.104). Nous avons par 
consequent la solution 



P 2p!(n-p + l)!(2p-n-2)r2p-2 

+ - ^ (2 110) 

2(p-2)!(n-p + 3)!(n-2p + 4)r2"-2p+4 ■ ^ 

Un cas particulier interessant se produit pour 2p = n + 3. Dans ce cas, le nombre A^ de flux 
electriques et magnetiques necessaires coincide 

et compte le nombre de fagons de choisir p—2 indices parmi 2p—2 = n+1. Nous pouvons alors 
considerer A^ j9-formes avec a la fois une partie electrique et magnetique. Pour chaque choix 
de p — 2 indices parmi les n+ 1, nous associons un champ dont les indices choisis determinent 
la partie electrique et nous utilisons les p indices restants pour la partie magnetique. La forme 
explicite de la polarisation, en notant toujours par des ensembles ordonnes {a} de {p — 2) 
entiers, est donnee par 

S^""^'-'^"-^^ = qeC^' A ■ ■ ■ A e''"-^ et i5W. -,'^p~2} ^ ^^^ai...ap_2f'i...bpgbi /\ . . . /\ gf>p (2.112) 

ou s°-'^---^n+i totalement antisymetrique dans ces {n + 1) indices avec = l et les 

sommes sur les indices bi sont sous-entendues. L'espace-temps qui en resulte possede le po- 
tentiel 

V(r) - , !;! , ^ + qI .2 113) 

^^^)- r" + /2+2(n + l) r"+i ^^'^^^^ 

avec la p-forme suivante 

i/W =ldt Adr A£^"^ + (2.114) 
= %dt A dr A e"^ A . . . A e"^-^ + ^e"i-'^P-26i-bpe''i A . . . A e^'' . (2.115) 

T p\ 
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Pour p impair, la solution est anti-duale si = qm et auto-duale si q^ = —qm- Notons que 
ces trous noirs generalisent la solution dionique de Reissner-Nordstrom-AdS en dimension 
4. Cette derniere, donnee par (2.46), est en fait restauree avec n = 1 et p = 2 dans les 
expressions precedentes. 

Choisissons des coordonnees cartesiennes sur tel que cjij = Sij ; nous pouvons ainsi 
choisir les tetrades sous la forme E°- = dy"". Puis, illustrons notre propos avec le cas de la 
dimension 6 pour laquelle n = p = 3. Nous avons besoin dans ce cas de quatre 3-formes. La 
solution dionique est alors donnee par 

d.^ = -nr)d^^ + ^+r^X:W)^ nr) = -^ + ^ + ^. (2.116) 

^ ' i=l 

avec les champs 



= ^ dt A dr A dy^ + dy^ A dy^ A d?/^ H^'^^ = dt A dr A dy^ + g„ dy^ A dy^ A dy\ 

i/is} = ^ dt A dr A dy^ + qm dy"" A dy^ A dl/^ H^^^ = % dt A dr A dy^ + q^ dy^ A dy^ A d^/^ 

(2.117) 

qui est auto-duale si q^ = —qm et anti-duale si q^ = qm- Get espace-temps contient un trou 
noir avec des charges electriques et magnetiques issues de 3-formes. Cette solution partage 
une structure similaire au trou noir de dimension 6 de Reissner-Nordstrom, avec ici une 
decroissance plus lente du terme correspondant aux charges, en r~^, alors que celle du terme 
correspondant a la charge electrique du trou noir de Reissner-Nordstrom est en r~^. La 
solution est un trou noir avec un horizon interne et un horizon externe, localise a la coordonnee 
radiale r^, tant que Tq < 3M±j4). Quant a 1 'inverse de la temperature, qui sera defini dans 
le chapitre 5, il vaut 

Att _ SnPrl 



Evidemment, cette procedure pent etre generalisee a une superposition de formes avec un 
rang qui s'etale de 3 a n + 1. Ce qui permet de fagonner un potentiel de trou noir avec une 
serie de terme pair dans les puissances de r allant de a 1/ r^" : 

n 2 " 

m=l 

ou les Cm sont des constantes determinees par les charges issues des p-formes. Des termes 
logarithmiques supplementaires apparaissent egalement lorsque 2p = + 2 ou 2p = + 4. 



2.3.6 Trous noirs axioniques et leurs extensions 



Dans cette section, nous allons revisiter le cas des trous noirs habilles par des 3-formes. 
Nous nous concentrerons au cas de la dimension D = 4, qui correspond precisement aux trous 
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noirs axioniques. Cest, a notre connaissance, le premier trou noir statique dans la litterature 
qui presente des charges axioniques non triviales. Les solutions des equations d'Einstein en 
presence d'un champ axionique ont ete explorees pour la premiere fois dans [111] et [112], 
mais dans la premiere reference la charge est nulle et dans la seconde les solutions sont 
singulieres. 



Considerons le trou noir toroidal decrit par la metrique 

dr^ 



ds^ = -V{r)dt^ + -y-- + r\dx^ + dy^) , (2.120) 



avec le potentiel de trou noir 

V{r) = -| + ^ - 7 , (2.121) 
habille par les deux 3-formes electriques suivantes 

= gedt A dr A da; et H^"^^ = qedt A dr A dy . (2.122) 

Comme note au-dessus (2.109), la charge axionique est associee a un terme de cour- 
bure dans le potentiel du trou noir ; elle pent egalement avoir une nature magnetique en 
etant generee par des champs scalaires (2.102) qui sont duaux a des axions. Tout comme les 
trous noirs avec des horizons hyperboliques, nous devons considerer une constante cosmo- 
logique negative afin d'eviter la singularite situee en r = 0. Par consequent, nous avons un 
trou noir asymptotiquement localement AdS avec un horizon plat et avec des charges axio- 
niques qui fournissent des proprietes similaires au trou noir non charge possedant un horizon 
hyperbolique. 

L'inverse de la temperature est donne par 

ou nous avons remplace le parametre de masse tq = Vh — par la plus grande racine 

du potentiel du trou noir, notee r/^, qui correspond a I'horizon des evenements. Rappelons 
que la solution de Reissner-Nordstrom avec horizon spherique ou plat conduit a un espace- 
temps singulier si nous eteignons le parametre de masse. En fait, au-dela du cas extremal, la 
solution de Reissner-Nordstrom est toujours singuliere. L'effet des axions est ici tres different. 
En posant ro = 0, la solution axionique reste reguliere avec un horizon situe a la coordonnee 
radiale Vh = et avec une singularite de courbure en r = 0. Encore une fois, tout comme 
les trous noirs hyperboliques du vide, pour une masse negative, tq < 0, la solution presente 
un horizon interne et le trou noir extremal est atteint pour le parametre de masse 

= (2.124) 

et avec un horizon des evenements situe a la coordonnee radiale r^xt = Pour Tq^* < tq < 0, 
nous avons done un trou noir regulier avec un horizon interne et un horizon des evenements. 
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Ainsi, les champs axioniques permettent non seulement d'obtenir des trous noirs avec des 
faibles masses mais aussi des trous noirs avec un horizon plat et une masse negative, ce 
qui est usuellement associe a des horizons hyperbohques dans le vide d'AdS. En fait, plus 
la charge axionique est importante, plus I'espace-temps pent supporter une masse negative. 
Nous pouvons aussi aller un peu plus loin en ajoutant un champ de Maxwell qui genere une 
charge electrique Q au trou noir axionique, le potentiel du trou noir est done 



V{r) = + W - - + ^ ■ (2-125) 



V{r) = + 7^ + \ (2.126) 



g| ^ r2 _ ro ^ g 2 
2 P r r"^ 

Nous voyons immediatement que I'ajout de la charge axionique au trou noir de Reissner- 
Nordstrom avec un horizon plat conduit a des solutions avec de plus faibles masses. Pour 
verifier cela, nous pouvons meme eteindre le parametre de masse tq. Le potentiel du trou noir 

est 

2 /2 + ^2 

et cet espace-temps possede deux horizons, un horizon interne et un horizon des evenements 
externe, aux coordonnees 

rl = \qll' ± \^qtl'-lQQ'l' (2-127) 

tant que la charge axionique verifie > ^p^-. II y a alors une solution extremale pour r^ = 
L'ajout de la masse ne change pas qualitativement les resultats. Les memes proprietes ont 
lieu en dimension quelconque tant que p = n + 2, avec par exemple des trous noirs habilles 
par des champs de 4-formes en dimension 5. Pour resumer, les axions operent comme un 
terme de courbure negatif et ont la tendance de regulariser la geometric de I'espace-temps. 

Une autre solution interessante est obtenue en effectuant un prolongement analytique de 
la solution (2.121). Considerons les transformations suivantes t — )■ z^, x — )■ —ir et — )■ zg^- 
La metrique transformee a de nouveau des composantes reelles et 

ds' = V{r)de^ + + r^-dr"" + dy^) (2.128) 

ou le potentiel est V{r) = ^ + — Les valeurs de la coordonnee radiale sont limitees a 
r > r/i et la metrique possede desormais le vecteur de Killing axial dg avec comme axe r = Vh- 
L'angle 6 possede une periodicite arbitraire fournissant une singularite conique en r = Vh- 
Par une identification de cette periode avec /3 (2.123), nous pouvons supprimer la singularite 
conique ; mais nous souhaitons ici tenir compte de la presence d'une corde cosmique. En effet, 
cette singularite est generee par la presence d'une corde cosmique dont la feuille d'univers 
bidimensionnelle vit en r = r/j, le lecteur pourra consulter [113] pour plus de precisions sur ce 
sujet. La corde est produite par un tenseur energie-impulsion distributionnel T^'^ = —5^'^^T5^^ 
avec une tension T pour la corde donnee par T = ou le defaut conique vaut A = 2tt — (3. 
Les deux champs scalaires duaux aux champs axioniques peuvent se combiner en un seul 
champ scalaire complexe $ = gs(r + iy). De cette fagon, nous avons trouve une solution de 
type corde cosmique de Paction 

S = J V^(^R-2A- ^^^$9^$*^ d^a; . (2.129) 
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Notons que le terme axionique dans le potentiel du trou noir a change de signe et indiquons 
egalement que, pour le cas A = 0, la tension de la corde est donnee par T = ^ (^1 — 

Finalement, nous souhaitons terminer avec une simple generalisation de ces trous noirs 
axioniques. En passant dans les coordonnees d'Eddington-Finkelstein, la solution avec les 
deux champs axioniques est 

ds'^ = -V{r)du'^ ~2drdu + r^ {dx^ + dy^) , (2.130) 
if (1) = q^du A dr A da; et if^^^ = Qedu A dr A dy, 

avec le potentiel V{r) toujours donne par (2.121). En supprimant I'hypothese de stationnarite 
et en ajoutant une source de matiere exterieure dont la seule composante non nulle du tenseur 
energie-impulsion associe est T°^* = yu(-u, r)/87rG et en autorisant le parametre de masse 
a etre une fonction de la coordonnee u retardee (ou avancee), tq = rQ[u), nous obtenons 
une solution de type Vaidya [114] representant un trou noir axionique avec une radiation a 
condition d'avoir la relation 



/i(M,r) = 




(2.131) 



En dimension 4, la composante T^^* du tenseur energie-impulsion pent etre generee par un 
champ de Maxwell F[2]- 



2.3.7 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons trouve un grand nombre de trous noirs AdS vetus de champs 
scalaires libres ou de champs de p-formes libres, dont certains survivent en presence d'une 
constante cosmologique positive (A > 0). En effet, quand la courbure de I'horizon est positive, 
ces solutions admettent une continuation a des trous noirs asymptotiquement localement plats 
ou de Sitter. Nous ne nous sommes pas restreints a un contenu particulier en champs pour la 
theorie dans notre analyse, mais il est important de souligner que ces constructions presentees 
ici peuvent naturellement etre integrees dans des theories de supergravite admettant un 
vide AdS, en considerant des compactifications adequates a la Kaluza- Klein des theories de 
supergravites D = 10 ou D = 11 (voir par exemple [115] et les references qui s'y trouvent) 
quand les champs de matiere sont libres. De plus, nous prevoyons que ces solutions jouent un 
role dans la correspondance AdS/CFT, ou les champs de matiere deforment la CFT duale, 
pour decrire peut-etre un systeme de matiere condensee dans lequel les proprietes desirees 
sont obtenues en fagonnant la fonction potentiel V{r) par le contenu en champs (2.119) 
comme explique dans ce chapitre. Nous ne commentons pas plus cet aspect et nous laissons 
juste la des pistes d'investigations possibles pour le lecteur interesse. Indiquons que I'analyse 
des charges et de la thermodynamique de ces nouvelles solutions sera detaillee dans le chapitre 
5. 

La geometric des horizons des evenements a courbures positives (k > 0) des trous noirs 
decrits dans les sous-sections 2.3.3 et 2.3.4 devie de la metrique usuelle de la sphere de la 
solution de Schwarzschild-Tangherlini et de ses generalisations dans les espaces (A)dS. Dans 
le vide, ces trous noirs avec de tels horizons sont connus pour etre classiquement instables 
[101]. II serait interessant d'etudier comment la presence des champs de p-formes affecte 
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cette instabilite afin de comprendre si ces champs externes peuvent fournir un mecanisme de 
stabilite. 

Nous avons egalement trouve des trous noirs AdS plats (2.102) vetus de D — 2 champs 
scalaires ou chaque champ est associe a une direction independante de rhorizon. En plus 
de posseder le vecteur de Killing dt qui genere les translations temporelles, ces solutions 
possedent les symetries du plan euclidien de dimension D — 2. Sous une isometric de la 
metrique generee par un vecteur dx par exemple, ou x est une coordonnee de I'horizon, 
la valeur des champs scalaires est deplacee d'une constante ; ce qui provient simplement 
d'un effet de jauge puisque les quantites physiques, c'est-a-dire les gradients des champs 
scalaires, restent inchangees au regard de Paction (2.28). Ainsi, nous pouvons compactifier 
I'horizon en un tore. Cependant, nous pouvons interpreter les champs scalaires differemment 
en abandonnant la compactification et en gardant un trou noir avec un horizon plat etendu. 
Pour cela, nous pouvons choisir les champs scalaires comme des quantites physiques en les 
couplant a un autre champ scalaire externe par exemple, qui s'annule sur notre classe de 
solutions. Ainsi, si C, designe un vecteur de Killing qui genere les isometrics de I'horizon, alors 
bien que £(g^u = nous avons i^g^*^*^ 7^ en general ou 0^*^ designe un champ scalaire, ce 
qui ne constitue plus une symetrie pour la solution. En ce sens, la seule symetrie residuelle 
est celle de la translation temporelle generee par dt- En d'autres termes, le trou noir avec 
un horizon plat etendu vetu par des champs scalaires (2.102) est un exemple tres simple de 
trou noir ne possedant qu'un seul vecteur de Killing en dimension quelconque dans le meme 
esprit que [116,117], cependant I'horizon est compact dans ces references. 

II serait interessant de voir a quel point nous pouvons nous ecarter de I'ansatz (2.2). 
En particulier, il est peut-etre possible de mettre en rotation les trous noirs axioniques en 
dimension quatre, (2.120) — (2.122), en habillant les trous noirs topologiques en rotation 
de [118] avec deux champs de 3-formes libres ou de maniere equivalente par deux champs 
scalaires libres. Get habillement devrait pouvoir s'etendre au cas des trous noirs Taub-NUT- 
AdS et au cas de la C-metrique dans AdS, ou meme plus generalement aux geometries de 
type D decrites par la metrique de Plebahski-Demiahski [119] qui contient toutes ces solutions 
comme des cas limites. 

II serait aussi d'un interet important de generaliser ces solutions a d'autres contenus de 
matiere ou pour des theories differentes. Par exemple, en utilisant les techniques decrites 
dans ce chapitre, il est possible de construire en dimension quatre des trous noirs axioniques 
en theorie d'Einstein-Maxwell-AdS en presence d'un champ scalaire conformement couple a 
la gravitation et avec deux champs axioniques, conduisant ainsi a une axionisation des trous 
noirs de [81]. Ces trous noirs possedent un cheveu secondaire et participent a des transitions 
de phase avec la solution de Reissner-Nordstrom comme nous le detaillerons au chapitre 4. 
Une autre extension de ce travail serait de considerer des potentiels non-triviaux pour les 
champs de p-formes par exemple. 

Dans le chapitre suivant, nous allons considerer I'infiuence de termes de courbure d'ordre 
plus eleve en presence de champs de p-formes libres en dimension 6. 
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Chapitre 



Trous noirs en theorie d'Einstein-G Bonnet 



Dans ce chapitre, nous allons nous interesser a une generalisation de la Relativite Generale 
en dimension D > 4 : la theorie de Lovelock. Nous verrons que cette theorie preserve les grands 
principes de la Relativite Generale a travers le theoreme de Lovelock. Nous presenterons 
notamment de nouveaux trous noirs [2] dans cette theorie en presence de p-formes libres 
dans le cas particulier de la dimension D = 6 pour laquelle la theorie se reduit a celle 
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3.1 La theorie de Lovelock 

Afin de presenter cette theorie en evitant de lourdes formules, le langage adapte est celui 
des formes differentielles via les equations de structure de Cartan, que nous avons rencontrees 
a la sous-section 1.2.3. Pour une revue bien plus complete sur la theorie de Lovelock, nous 
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conseillons [120-123] et les references qui s'y trouvent. Commengons en presentant un resultat 
de D. Lovelock. 

3.1.1 Le theoreme de Lovelock 

Nous avons vu qu'en dimension D = A, Paction d'Einstein-Hilbert en presence d'une 
constante cosmologique est la theorie la plus generale construite a partir de la metrique g 
qui fournit des equations du mouvement sous la forme D^^lg] = T^y ou D^j_y[g] est un champ 
tensor iel qui ne depend que de la metrique, de ses derivees et de ses derivees secondes au 
point considere et tel que V^D'^'^ = ; ce qui constitue le resultat 1.6. D. Lovelock generalisa 
son theoreme en dimension D quelconque pour aboutir au resultat suivant [16, 124] : 

Resultat 3.1 (Lovelock) La theorie la plus generale en dimension D qui respecte les condi- 
tions precedentes est donnee par la densite lagrangienne 

£ = ^ (3.1) 

oil [^^^] designe lapartie entiere de , les sont des constantes reelles et nous definissons 
les densites lagrangiennes d'ordre k par : 

£(0) = e* et V/c> , £(,) = (^/\ 9^^^' j A eXB,...A,B, ■ (3-2) 

Toutes les notations introduites ici sont celles de la sous-section 1.2.3. Tout d'abord, nous 
remarquons que la theorie d'Einstein en presence de la constante cosmologique correspond a 
la restriction de la theorie de Lovelock en dimension D = A. En effet, £(o), qui est simplement 
la forme volume de I'espace-temps, fournit le terme de constante cosmologique et le terme 
£(1) donne celui d'Einstein-Hilbert puisque 

£(1) = A = \R^''cDe''e''e\B (3.3) 

= Re* (3.4) 

ou nous avons utilise la relation (1.52). Puis, en dimension 5 ou 6, il apparait un terme 
supplementaire quadratique en la courbure qui, par un calcul similaire, donne le terme dit 
de Gauss-Bonnet : 

£(2) = 0^^ A 0^^ A e\scD = { R' - ^RabR^"" + RABCDR^''^''y . (3.5) 

^ v ' 

=G 

De meme, en dimension 7 ou 8, il faut tenir compte d'un terme cubique en la courbure, etc... 
Precisons egalement que pour k > D/2, la densite lagrangienne d'ordre k est evidemment 
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nulle, = 0. Nous voyons ici clairement I'efiicacite du formalisme de Cartan pour formuler 
cette theorie [125] ; precisons qu'il existe aussi une methode diagrammatique pour determiner 
ces densites lagrangiennes [126]. Notons que nous n'avons pas inclus dans le lagrangien (3.1) 
les termes du bord, analogues a celui de Gibbons-Hawking- York (1.87), necessaires pour 
deriver les equations du mouvement en fixant exclusivement la metrique sur le bord de 
la variete Ai. Le lecteur pourra trouver ces termes de bord dans [127, 128] qui sont d'une 
importance capitale pour etudier le formalisme hamiltonien [129], afin de determiner I'energie 
d'une solution, ou pour deriver les conditions de jonction d'Israel, que nous rencontrerons 
dans le cadre de la gravitation conformement couplee a un champ scalaire dans la sous- 
section 4.3. Comme nous le verrons dans le cas de la gravite d'Einstein dans le chapitre 5, les 
termes de bords du formalisme hamiltonien permettent d'etudier la thermodynamique ; pour 
etudier ce domaine dans le cadre de la gravite de Lovelock, nous conseillons les references 
pionnieres [130,131] et la reference [132]. 

II y a eu un regain d'interet pour la theorie de Lovelock dans les annees 80 dans le cadre 
de la theorie des cordes et notamment pour la theorie d'Einstein-Gauss-Bonnet. En effet, 
en considerant un espace-temps a faible courbure dans lequel les cordes se deplacent, il est 
possible de determiner une action effective pour les modes de masse nulle pour chaque ordre 
en a' = ou T est la tension de la corde. Ainsi, pour le secteur de la gravite, en plus du 
terme d'Einstein-Hilbert a I'ordre 0, il y a un terme de la forme R^i^p^R^'^'"^ + CiR^i^W^" + 
C2-R^ qui apparait a I'ordre 1 en a' [133]. Cependant, afin de decrire un graviton de masse 
nulle en theorie des perturbations autour de I'espace-temps plat, B. Zwiebach remarqua que 
les coefficients Ci et C2 doivent etre fixes aux valeurs —4 et 1 respectivement [134], ce qui 
correspond exactement au terme de Gauss-Bonnet G. 

Enfin, nous pouvons souligner que nous n'avons pas inclus le terme de Gauss-Bonnet en 
dimension 4 dans le lagrangien (3.1) alors que celui-ci est bien defini. C'est ce que nous allons 
expliquer dans la suite en donnant notamment une interpretation geometrique de ces densites 
lagrangiennes. 

3.1.2 Interpretation geometrique 

En effet, en dimension D paire, la densite lagrangienne d'ordre k = D/2 n'est pas presente 
dans le lagrangien (3.1) alors que C(pi2) est bien defini. Cela provient du fait que ce terme 
ne modifie pas la dynamique puisque sa variation par rapport aux tetrades est une forme 
exacte 

5^(1^/2) = d (f ^^^^''^ A 0^^^^ A ... A Q^ni.B^l^ ^ ^Xb....a,,,b,)^ , (3.6) 

oil nous avons utilise les equations de structure de Cartan (1.53) et (1.54). Ainsi, le terme 
£^{D/2) fournit simplement un terme de bord. Cette integrale possede en fait une interpre- 
tation topologique via le theoreme de Chern-Gauss-Bonnet : 

Resultat 3.2 (Chern-Gauss-Bonnet) Pour tout variete compacte, orientee, de dimension 
D paire, nous avons le resultat suivant 
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oil la caracteristique d'Euler x{M.) esi un invariant topologique definie par 



n 



(3.8) 



p=0 



les bp etant les nombres de Betti rencontres a la sous-section 1.2.3. 

Pour une demonstration de ce resultat, le lecteur pourra consulter [123, 135, 136]. La version 
bidimensionnelle, connue sous le nom de theoreme de Gauss-Bonnet, donne le resultat suivant 



ou g designe le genre de la variete bidimensionnelle M. supposee compacte et orientee, g est 
simplement le nombre de anses de Ai. Par exemple, nous avons (7 = pour la 2-sphere S*^, 
g = 1 pour le 2-tore T"^, g = 2 pour le double tore, etc... Si la variete presente un bord, alors 
le theoreme de Chern-Gauss-Bonnet est modifie par un terme de bord supplementaire [123]. 
Nous comprenons desormais pourquoi les D-formes C(^k) sont qualifiees de formes d'Euler 
continuees dimensionnellement. 

Indiquons qu'il y a ici une connexion avec la theorie des cordes. En effet, la theorie 
perturbative des cordes est definie comme la somme sur toutes les topologies possibles de 
la feuille d'univers decrite par la corde durant son mouvement. Pour chaque diagramme de 
Feynman, c'est-a-dire pour une topologie donnee, la contribution d'un tel terme est donnee 
par e^^, ou designe la constante de couplage associee a un vertex dans le cas des cordes 
fermees par exemple. 

Pour clore cette sous-section, retenons que ce theoreme de Chern-Gauss-Bonnet nous 
permet de comprendre geometriquement pourquoi le terme de Gauss-Bonnet G ne participe 
pas a la dynamique gravitationnelle en dimension D = A, contrairement aux dimensions 
D > 4. De meme, le terme suivant, >C(3), est topologique en dimension D = 6 mais il fournit 
une contribution a la dynamique en dimension D > Q. Quant au terme d'Einstein-Hilbert 
qui est topologique en dimension D = 2, il ne donne pas de dynamique gravitationnelle en 
dimension D = 3 \ En effet, la dimension 3 est particuliere puisque toute solution de I'equation 
d'Einstein sans constante cosmologique dans le vide en dimension 3 est de courbure nuUe, 
Rfiupa = 0. Pour une presentation complete de ce domaine, la gravite 2 + 1, le lecteur pourra 
consulter I'ouvrage de reference [137] de S. Carlip. 

3.1.3 Les equations du mouvement 

II est temps de donner les equations du mouvement de la theorie de Lovelock decrite par 
Taction S = C avec le lagrangien C donne par (3.1). Pour cela, nous allons varier Paction 
S par rapport aux tetrades en remarquant que 



6e* = 6e^ A e\ et VA; G [1, D[ , 6eX...A, = ^e^'^' A eX...A,A,^, • (3.10) 




(3.9) 
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Ainsi, nous trouvons la variation suivante 



\ D-l ] 

[^2^J / k \ 

+ E "'^ / A®^^''^ ^^^^^^Xb,...a,b,a ■ (3.11^ 
fc=i -^-^ \i=i J 



Puis, en utilisant les deux equations de structure de Cartan, (1.53) et (1.54), il est facile de 
montrer que le second terme, a droite de I'egalite ci-dessus, est un terme de bord puisque 



k 



6 /\ e^-^^ A e:4.B....A,B, = d (Ma;^^^^ A 6^^^^ A ... A Q^'^^" A cXb^.^a^bJ ■ (3-12) 



Par consequent, en considerant le lagrangien complet £tot de la theorie de Lovelock couplee 
a la matiere, representee par le lagrangien Cm, avec la constante de couplage k. 



Aot = Qfc^(fc) + 2/t£m (3.13) 



k=0 

et en ecrivant les variations du secteur de la matiere sous la forme 6 Cm = A *Ta, ou nous 
avons pose Ta = TJ^cb, nous determinons les equations du mouvement suivantes 

[V] 

akE(k)A = -2KT/e*s (3.14) 

k=0 

OU les {D — l)-formes S(^k)A sont donnees par 

Sio)A = e\ et V/. > ,£^k)A = (^A Q^"""" j ^ ^aa,b,...a,b, ■ (3-15) 

Pour revenir dans le langage des composantes, il suffit d'utiliser la relation (1.52) et par un 
calcul similaire a celui de (3.4), nous trouvons 

S^,)A = -2G/e], (3.16) 

oil Gab est le tenseur d'Einstein, ce qui justifie le choix du facteur 2 dans Cm- De meme, 
en ecrivan 
Lanczos : 



en ecrivant le terme suivant sous la forme 8(^2) a = ^Hj^e*^, nous en deduisons le tenseur de 



Hab = -^QabG — 2RRab + 4:RacR'^b + ^RcdR'~^a^b ~ ^RacdeRb^^ ■ (3-17) 

En se limitant aux trois premiers termes et en posant A = — ao/2, ai = 1 et ^2 = ct, nous 
obtenons les equations de la theorie d'Einstein-Gauss-Bonnet 

Gab + ^Qab - oiHab = kTab ■ (3.18) 
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Insistons de nouveau sur le fait que ces equations sont du second ordre en la metrique. En 
effet, si nous considerons la theorie la plus generale faisant intervenir des termes quadratiques 
en la courbure, alors Paction prend la forme suivante 

S = [ ^f^{R-2A + aR^ + PR^.R^'' + -iR^,p„R^'''"')d''x (3.19) 

JM 

avec a, /3, 7 des constantes. Puis, la variation de cette action par rapport a la metrique fournit 
les equations du mouvement [121] 

G^u + ^9t.u + (/3 + 47) Di?^, + ^(4« + P)9t.uUR - (2a + /3 + 27)V^V.i? 

+ 27i?^^,^i?,'>'^^ + 2(/3 + 2-^)R^^,pR''^ - AjR^^RJ" + 2aRR^, 

- ^ {aR' + m^pR''^ + lR.p,6R''^^') 9,u = 0. (3.20) 

De maniere generale, ces equations differentielles sont d'ordre 4 pour la metrique a cause des 
termes DR^^, DR et V^V,y-R. Cependant, le choix a = 7 = —(3/4 permet de se limiter a des 
equations du second ordre et de restaurer ainsi la theorie d'Einstein-Gauss-Bonnet. 

Dans la suite de ce chapitre, nous allons nous concentrer plus particulierement sur la 
theorie d'Einstein-Gauss-Bonnet en presentant notamment des solutions de type trou noir 
dans le vide et en presence de matiere. Nous preciserons egalement I'extension possible de 
ces resultats dans le cadre de la theorie de Lovelock. 



3.2 Solutions du vide 

3.2.1 Solutions a courbure constante 

Commengons en presentant les solutions a courbure constante de la theorie d'Einstein- 
Gauss-Bonnet (3.18) dans le vide en dimension D. Ces solutions apparaissent pour la premiere 
fois dans [138] et sont donnees par le tenseur de Riemann suivant 

2Ae 

RfiiypX = _ _ 2) ^^t^P^"^ ~ 9t^>^9iyp) ■ (3-21) 

La constante Ag n'est pas egale a la constante cosmologique A comme dans la theorie d'Ein- 
stein, mais elle pent prendre les deux valeurs suivantes 



Acs 

si A < Acs ou nous avons introduit la constante 



Af =2Acs{lT\ll-^\ (3.22) 



^""^ - ~ 8aiD - 3)iD - A) ' ^^'^^^ 
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II est loisible aussi de reecrire ces solutions sous la forme habituelle 

ds^ = -V±{r)de + -f — + r2dn^„2 (3.24) 

ou (\rL\)_2 designe la metrique de la {D — 2)-sphere unite et avec la fonction potentiel suivante 



^-C-) = ' - (D-n\D-2) ■ P'^^) 

Tout d'abord, nous avons deux branches de solutions si A < Acs, ce qui refiete le fait 
que I'equation du mouvement (3.18) fournit une equation quadratique en V{r). La premiere 
branche, donnee par Aj", restaure les solutions a courbure constante de la theorie d'Einstein 
quand le parametre a tend vers zero, puisque A+ — )■ A dans ce cas : la branche A+ est 
alors qualifiee de branche d'Einstein. En revanche, il existe une seconde branche de solutions 
parametrisee par A" et deconnectee des solutions a courbure constante de la theorie d'Einstein 
puisque, dans ce cas. A" — t- oo quand a tend vers zero ; nous parlous alors de branche de 
Gauss-Bonnet. Pour cette classe de solutions, il est interessant de remarquer qu'en I'absence 
d'une constante cosmologique (A = 0), les espace-temps (A)dS sont toujours solutions de 
I'equation (3.18) en fonction du signe de la constante a et avec une constante cosmologique 
effective A~ donnee par 4:Acs- 

La stabilite de ces deux branches de solutions a ete la source d'un debat raconte et 
tranche par C. Charmousis et al. dans [139]. Presentons succinctement le resultat de la 
stabilite lineaire autour des solutions a courbure constante. Pour cela, nous decomposons la 
metrique sous la forme gf^j, = (7^1, + /i^j^ ou les quantites avec des barres font reference aux 
solutions a courbure constante (3.21)-(3.23). Nous allons donner la variation a I'ordre lineaire 
en 5gfj_,y = h^v de I'equation du mouvement (3.18) en utilisant notamment les formules de 
I'appendice [140] comme suggere par B. Gouteraux dans [141]. Apres calculs, nous trouvons 



5 (G^, + kg^, - aH^,) = ±a/ 1 - -^5 {G^, + Kg^,) = k6T^, (3.26) 

V ^^cs 

ou SG^i, designe la variation lineaire du tenseur d'Einstein autour des solutions (3.21)-(3.23), 
permettant ainsi de decrire un graviton de spin 2 ^. Par rapport a I'etude de la stabilite lineaire 
en theorie d'Einstein, la presence du tenseur de Lanczos dans (3.18) modifie simplement la 
valeur de la constante cosmologique et la valeur de la constante de couplage avec la matiere, 
la theorie lineaire est done toujours decrite par un graviton de spin 2. Pour la branche 
d'Einstein, cette constante de couplage est positive, cette branche est alors stable en ce sens. 
En revanche, pour celle de Gauss-Bonnet, la constante de couplage est negative et cette 
branche est instable. Nous renvoyons vers [139] pour plus de details sur ce sujet. 

Par ailleurs, si A = Acs, il y ci alors une seule branche de solutions. Pour cette relation 
particuliere entre a et A, la theorie d'Einstein-Gauss-Bonnet est en relation avec celle de 

1. Plus explicitement, nous avons SGj^n, = Rj^^ — ^g^^^R^ — h^i, avec la partie lineaire du tenseur 
de Ricci donnee par i?^^, = ^ (—0/1^,^ — V^Vjy/i + V'^V^/ict^ + V'^V^/icti/) ou h ^ g^^h^^i, et R^ designe la 
partie lineaire du scalaire de Ricci. 
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Chern-Simons en dimension D impaire et avec celle de Born-Infeld en dimension D paire. 
Pour une revue de ces theories, invariantes sous le groupe d'anti-de Sitter, nous conseillons 
[142] et les references qui s'y trouvent. Concernant la theorie de perturbations autour de cette 
branche, la stabilite lineaire ne permet pas de conclure au regard de I'equation (3.26), nous 
renvoyons le lecteur vers [139] pour ce probleme. 



3.2.2 Solutions a symetrie spherique 

Nous allons presenter brievement dans cette sous-section des solutions statiques du vide 
de type trou noir et possedant notamment la symetrie spherique. Ces solutions ont ete de- 
couvertes pour la premiere fois par D. Boulware et S. Deser [138] et independamment par 
J. Wheeler [143,144]. En I'absence de constante cosmologique A, ces geometries qui sont 
solutions de I'equation du mouvement (3.18) sont donnees par la metrique 

dT^ 

ds^ = -V{r)dt^ + ^ + ^'d^^?5-2 (3.27) 
avec la fonction potentiel suivante 

' 8a{D -3){D - 4)m 



V{r) 



^2 



2a(D-3)(L>-4) 



ITA 1 



(3.28) 



Le parametre m est ici relie a la masse de la solution par un facteur numerique [140]. Dans la 
limite ou le parametre a tend vers 0, la branche d'Einstein, correspondant au signe — devant 
la racine carree, restaure la solution de Tangherlini [85] puisque 

V{r) = 1 - ^ + 0{a) ■ (3.29) 
alors que la second branche fournit une solution asymptotiquement (A)dS, en effet 

Concernant la presence des horizons et des singularites, nous renvoyons le lecteur vers [121] 
pour le cas de la dimension 5 et vers [145] pour les dimensions superieures. Precisons qu'en 
plus de la singular ite de courbure en r = 0, il existe egalement une possible singularite dite 
de branche correspondant a la valeur de la coordonnee radiale pour laquelle la fonction dans 
la racine carree s'annule. 



Ces solutions statiques et possedant la symetrie spherique peuvent etre generalisees a la 
theorie de Lovelock [143,144] et elles admettent egalement une extension pour la symetrique 
planaire et la symetrie hyperbolique [146,147]. Ces geometries sont solutions de I'equation 
(3.14) dans le vide et prennent la forme suivante 

ds^ = -V{r)dt^ + — - + r'^aijdx'dx^ (3.31) 



3.2 Solutions du vide 
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ou aij est la metrique de la sphere, du plan euclidien ou de I'espace hyperbolique pour la sy- 
metrie spherique, planaire ou hyperbolique respectivement. Puis, en introduisant le polynome 
suivant construit a partir des coefficients du lagrangien (3.1) 



fc=o ^ ' 



le potentiel V{r) de la solution doit verifier 

k-V{ry 



{D- ly.r 



ou /i est une constante d'integration de nouveau reliee a la masse de la solution et k correspond 
au signe du scalaire de Ricci determine a partir de la metrique aij. Enfin, en introduisant 
A (ofQ, . . . , a[(D-i)/2]) une racine reelle de -P[^], il est alors loisible de reecrire le potentiel sous 
la forme 

y(r) = A; - r^A ^ao - • • • ,a[(D-i)/2]) • (3.34) 

Pour une etude de la structure des horizons de ces trous noirs de Lovelock, nous conseillons 
[130]. Indiquons que la version chargee de ces solutions existent aussi. Les solutions de la 
theorie d'Einstein-Gauss-Bonnet en presence de I'interaction electromagnetique sont presen- 
tees dans [148] et I'extension a la theorie de Lovelock se trouve dans [130]. L'etude de ces 
trous noirs en presence de I'interaction de Born-Infeld, qui est une theorie non-lineaire de 
I'electromagnetisme, existe aussi dans le cadre de la theorie de Gauss-Bonnet [145, 149]. 

Pour clore cette sous-section, il nous semble important de signaler que le theoreme de 
Birkhoff subsiste toujours en theorie de Lovelock : 

Resultat 3.3 (theoreme de Birkhoff) Toute solution de I'equation generale du mouve- 
ment (3.14) dans le vide d symetrie spherique, planaire ou hyperbolique est localement iso- 
metrique a la solution (3.31)-(3.33) avec k = 1,0,-1 respectivement. 

Une preuve de ce resultat est d'abord apparue dans [148, 150] dans le cadre de la theorie 
d'Einstein-Gauss-Bonnet, puis le lecteur trouvera une elegante demonstration dans [97] pour 
la theorie de Lovelock (voir aussi [151]). Precisons que pour un choix specifique des coefficients 
Ofc, il est possible de contourner ce theoreme [97], c'est pourquoi nous avons parle d'equation 
generale du mouvement dans I'enonce de ce theoreme. Le theoreme de Birkhoff se generalise 
egalement en presence d'un champ de jauge abelien [97]. 



3.2.3 Solutions topologiques 

Passons a une classe de solutions statiques du vide plus generale. Dans le cadre de la theo- 
rie d'Einstein en dimension quelconque, nous avons vu, au chapitre precedent, qu'il existe 
des solutions statiques de type trou noir, s'ecrivant sous la forme (3.31), dont la geometrie 
de I'horizon n'est pas necessairement a courbure constante. En effet, la geometrie de I'ho- 
rizon pent etre plus generalement celle d'un espace d'Einstein. Dans le cadre de la theorie 
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d'Einstein-Gauss-Bonnet, ce resultat n'est plus valable. G. Dotti et R. Gleiser ont montre [98] 
que les metriques solutions de (3.18) dans le vide, qui s'ecrivent sous la forme (3.31) ou aij 
designe une metrique riemannienne arbitraire associee une variete transverse "H de dimension 
D — 2 et Einstein, doivent verifier une contrainte supplement aire sur le tenseur Weyl de Ti : 

CiklmCj^^"^ = (3.35) 

avec le scalaire Q=CijkiC^-^^^ constant. Ce resultat n'est pas surprenant puisque le tenseur 
de Riemann est entierement mis en jeu dans les equations du mouvement dans la theorie 
d'Einstein-Gauss-Bonnet, alors que seul le tenseur de Ricci intervient dans la theorie d'Ein- 
stein. Precisons que le caractere Einstein de I'espace "H implique la relation suivante entre le 
tenseur de Riemann intrinseque de "H et son tenseur de Weyl : 

IR 

Rijkl = Cijkl + jj^jj _ ^^ <^i[k<^i]j- (3.36) 

Par consequent, I'espace transverse H est necessairement a courbure constante en dimension 
D = 5 [152] , puisque le tenseur de Weyl est nul en dimension 3, ou lorsque le parametre G 
est nul. Indiquons que la relation (3.35) est toujours satisfaite pour tout espace d'Einstein Ti 
de dimension 4 avec un scalaire qui n'est pas necessairement constant. Pour montrer cette 
relation, il suffit de remarquer que le tenseur de Lanczos (3.17) est nul en dimension 4. 

La thermodynamique de ces trous noirs topologiques en theorie d'Einstein-Gauss-Bonnet 
a egalement ete etudiee par H. Maeda [153]. Le lecteur trouvera egalement dans [103] des 
exemples explicites d'espaces d'Einstein "H en dimension D = 6 comme le produit de 2- 
spheres S"^ x S"^ et I'espace de Bergman. Dans la suite, nous allons considerer un ansatz sur 
la metrique qui generalise cette classe de solutions en tenant compte de la presence de champ 
de matiere. 



3.3 Trous noirs en presence de ^-formes 

Nous detaillerons dans cette section les nouveaux resultats de [2] en suivant une presenta- 
tion similaire a cette reference. Pour une large classe de geometries presentant une dependance 
spatiale et temporelle, nous allons donner la solution generale de I'equation d'Einstein-Gauss- 
Bonnet en dimension 6 et en presence de champs de matiere decrits par des p-formes libres. 
Pour cela, nous supposerons deux conditions sur les champs de matiere permettant d'inte- 
grer completement les equations du mouvement. Puis, ces solutions seront classifiees et nous 
verrons que certaines limites de ces geometries restaurent des trous noirs connus. En parti- 
culier, nous montrerons que la gravitation de Lovelock restreint drastiquement la geometrie 
des horizons possibles tout en autorisant des sources de matiere. En fait, si nous retenons 
exclusivement les solutions qui sont asymptotiquement plates alors il en existe une seule, 
parmi notre classe de geometries, qui est celle a symetrie spherique avec une charge electro- 
magnetique, rencontree a la section precedente. En ce sens, la situation de la gravitation de 
Lovelock en dimension 6 est presque identique a celle de la Relativite Generale en dimension 
4. 
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Nous presenterons notamment des solutions statiques mettant en jeu des champs de 3- 
formes dans I'espace d'anti-de Sitter qui correspondent a la generalisation des solutions que 
nous avons rencontrees dans le chapitre precedent dans le cadre de la gravitation d'Einstein. 
Nous presenterons egalement des solutions de type corde noire et de type cosmologique. 



3.3.1 Introduction 

Nous avons explique a la sous-section 2.1.2 que le theoreme de Birkhoff se generalise 
en theorie d'Einstein en dimension quelconque en considerant une plus large classe (2.14) 
de geometries possibles pour I'horizon. En dimension D = 4, la geometric bidimensionnelle 
de I'horizon est necessairement a courbure constante ; en revanche, en dimension D > 6, \a. 
geometric intrinseque de I'horizon est celle d'un espace d'Einstein [101] comme nous avons pu 
le voir au chapitre precedent. Par exemple, en theorie d'Einstein dans le vide en dimension 
6, il existe la solution suivante 



V [r) 



/(P)dr^ + + (d^^ + sin^ 



(3.37) 



avec /(p) = 1 — ^ le potentiel de la version euclidienne de la solution de Schwarzschild. La 
geometric intrinseque de I'horizon pent aussi etre plus simplement celle d'un 4-tore avec la 
solution suivante 

dr^ 

ds^ = -V{r)dt'^ + + {dw^ + dx'^ + dy^ + dz'^) . (3.38) 

Precisons que ces metriques partagent le meme potentiel V{r) = ces deux solutions 

ne sont alors pas influencees par la geometric intrinseque de leur horizon en ce sens. D'autres 
exemples de type corde noire sont aussi obtenus en effectuant une double rotation de Wick 
sur la solution (3.37) par exemple ou en ajoutant simplement N "dimensions plates" a la 
metrique de Schwarzschild de dimension 4 : 



ds' = Y,dz^ + 



-f{p)dT' + ^ + p' (d^^' + sin' ^#2) 



(3.39) 



Indiquons que toutes ces solutions sont accompagnees d'instabilites classiques decrites dans 
[101] et [154]. 

Nous pouvons desormais nous demander quelle est la situation dans le cadre de la theorie 
de Lovelock. Est-ce que cette degenerescence de la geometric de I'horizon subsiste toujours 
en tenant compte en particulier du terme de Gauss-Bonnet ? Recemment, deux articles ont 
repondu a cette question. II y a d'abord eu celui de G. Dotti et R. Gleiser [98], comme nous 
I'avons explique a la section precedente, puis la reference [103] dans laquelle une plus large 
classe de solutions est exhibee. Le resultat important de ces etudes est que la degenerescence 
est en partie levee lorsque nous tenons compte du terme de Gauss-Bonnet. Parmi ces solutions, 
de nouveaux trous noirs topologiques presentant un horizon de type Einstein et avec une 
contrainte sur le tenseur de Weyl de I'horizon (3.35) sont solutions avec un potentiel V{r) 
qui differe du cas ou I'horizon est simplement a courbure constante. 
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Dans cette section, nous souhaitons repondre a la question suivante : comment la presence 
de matiere modifie-t-elle la geometric de ces solutions topologiques dans un espace-temps de 
dimension 6 en theorie de Lovelock? Soulignons le fait que 1 'horizon doit etre au moins de 
dimension 4 afin que son tenseur de Weyl soit non nul. En se basant sur I'integrabilite du 
systeme trouve dans [103] et en imposant ainsi des conditions sur la matiere, nous allons 
presenter la solution generale mettant en jeu un champ scalaire, un champ de jauge abelien 
et un champ de 3-forme (les formes de rang plus eleve sont quant a elles obtenues par une 
relation de dualite). Certaines nouvelles solutions constituent une generalisation des trous 
noirs fagonnes par plusieurs champs rencontres au chapitre precedent a la sous- section 2.3.5. 
L'action de la matiere mettra en jeu une p-forme exacte J-" libre par un terme J-'A-kJ^ pour 
lequel il existe A G A^^^ (-^) tel que J-" = d^. Puisque nous restreignons notre attention a 
la dimension D = 6, \e rang p de la forme va de 1 a 6. Le cas p = 1 correspond a un champ 
scalaire identifie au potentiel A, p = 2 correspond a I'interaction electromagnetique et p = 3 
a un champ axionique. Les formes de rang plus eleve sont reliees aux precedentes par une 
transformation de dualite, ce qui inclut le cas de la constante cosmologique pour p = 6 en 
particulier. 

Dans la prochaine sous-section, nous allons donner nos hypotheses et les equations du 
mouvement. Puis, nous detaillerons trois classes de solutions en decrivant le potentiel V{r) 
et les contraintes sur la geometric intrinseque de I'horizon. Enfin, nous construirons quelques 
exemples specifiques avant de conclure. 

3.3.2 Ansatz sur la geometrie et les champs de matiere 

Considerons la theorie d'Einstein-Gauss-Bonnet en dimension 6 en presence d'une p-forme 
exacte J-' = ^FA^...Apdy^^ A ... A dy^^ donnee par 



^(6) = / 



M 



R^2A + aG- -^FA,...ApF' 
pi 



d^x (3.40) 



avec K le couplage entre la gravitation et la matiere, et G le terme de Gauss-Bonnet (3.5) : 

G = R'- ARabR^'' + RabcdR^'''''' . (3.41) 

Les indices en majuscule font ici reference aux coordonnees de I'espace-temps. Comme nous 
I'avons vu a la sous-section 3.1.3, il est facile de deriver I'equation du mouvement en variant 
Paction S''-^-' par rapport a la metrique pour obtenir 

Sab = Gab + ^Qab - ^Hab = uTab (3.42) 
avec le tenseur energie-impulsion 

"^-^^ " (p _ iy_^ACi...Cp-iFf^'"^'"^ - —^gABFc^.^CpF^^ "^" (3.43) 

et nous redonnons I'expression du tenseur de Lanczos 

Hab = -QabG — 2RRab + ^RacR^b + ^RcdR^a'^b ~ '^RacdeRb^^ ■ (3.44) 
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Par ailleurs, la variation de Paction S^^^ par rapport au potential A donne d * = 0, c'est- 
a-dire 

dA, (^/^)F''^■■■^A = . (3.45) 



Puis, nous allons poursuivre en donnant I'ansatz pour la metrique et les champs de ma- 
tiere. Nous ferons la distinction entre I'espace bidimensionnel, qui porte la coordonnee tem- 
porelle t et la coordonnee radiale r, et les sections transverses euclidiennes de dimension 
4, notees Ti, qui representeront la geometric intrinseque de I'horizon d'un trou noir dans 
la suite. Nous supposerons que la variete transverse H est munie d'une metrique arbitraire 
hfjiv{x'')- Ainsi, en tentant de donner une version faible du theoreme de Birkhoff similaire a 
la sous-section 2.1.2, nous choisissons la metrique sous la forme suivante 

ds" = e^''^'''^B{t, z)-^^^ (-dt' + dz') + B(t, zfl''h^,{xi')dx^dx'' . (3.46) 

Les indices grecs font ici reference aux coordonnees intrinseques de I'espace "H. Nous pouvons 
ensuite changer les coordonnees de I'espace bidimensionnel par 

t — z t + z / , _x 

et (3.47) 

pour reecrire la metrique sous la forme 

ds^ = -2e2''("'")5(M, v)-^/^dudv + B{u, vY/^h^,{x'')dx>'dx' . (3.48) 

II est loisible aussi d'effectuer une double rotation de Wick pour la coordonnee temporelle 
t = i6 et pour une des coordonnees intrinseques de Ti : 

ds^ = e2^(^'^)5(^, 2)-3/4 (d^2 ^ ^^2^ ^ ^^Q^ zy/^h^,{x)dx^'dx'' (3.49) 

ou hfj^i, est desormais une metrique lorentzienne. Puis, nous pouvons retrouver une metrique 
analogue a (3.48) par I'introduction des coordonnees complexes u = et f = Dans 

la suite, nous donnerons la resolution a partir de la metrique (3.46) puisque les equations du 
mouvement se resolvent de la meme fagon a partir de la metrique (3.49). Nous donnerons 
neanmoins des exemples pour ces deux classes de metriques. 

En utilisant la geometrie (3.48), nous sommes desormais en mesure d'ecrire les compo- 
santes (uu) et (vv) du membre de gauche de (3.42) : 



'2iy^i]B B 



l + a{ 5-1/2^(4) ^ 3^-2.^-5/4^^^^^^ 



B 



a 



^5-1/2^(4) ^ ^e-^'^B-'/^B,^B,}j 



(3.50) 
(3.51) 



Comme nous allons le voir, la factorisation de ces equations est capitale pour I'integrabilite du 
probleme et I'obtention de solutions. En I'absence de champs de matiere, il a ete montre [103] 
qu'il existe trois classes de solutions en considerant nul I'un des deux facteurs de (3.50) 
et (3.51) ou en considerant B comme un champ scalaire constant sur Ai. Notre seconde 
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hypothese de travail consiste a preserver Suu = et = meme en presence de matiere. 
Pour le cas electromagnetique {p = 2), cela est tres naturel et une version du theoreme 
de Birkhoff pent etre obtenue. Que se passe-t-il cependant pour une p-forme de maniere 
generate? En d'autres termes, si nous imposons T^u = et T^y = pour la metrique (3.48), 
obtenons-nous une hypothese de travail raisonnable ? 

A I'aide de I'expression (3.43), la contrainte Tuu = devient 



Puis, etant donne que une metrique riemanienne, nous obtenons 



uai...ap-i 







vai...crp-i 



(3.52) 



(3.53) 



En particulier, pour un champ scalaire libre {p = 1), cette notation signifie Fu = = 0. 
C'est-a-dire que nous devons considerer un champ scalaire, (p = A, qui depend seulement des 
coordonnees intrinseques x'^ de Ti. Nous verrons et nous en avons eu un apergu au chapitre 
precedent que ce cas fournit neanmoins des possibilites interessantes. Pour une dependance 
selon les coordonnees {t, z) du champ scalaire, nous renvoyons le lecteur vers [155] dans le 
cadre de la gravitation d'Einstein en presence d'un dilaton avec un potentiel de Liouville. 

Maintenant pour un rang p arbitraire, si nous utilisons (3.45) et le fait que la p- forme J-" 
soit fermee, alors les composantes Fcr^,„a ne dependent que des coordonnees et verifient 



et ^Wp'ri-<rp ^ Q ^ 

(Jp 

De plus, si p > 2, nous pouvons alors definir un nouveau tenseur 

j-(Jl...(Tp_2_;_g— 21/^^7/4^ (Ti...(Tp„2 

qui encore une fois ne depend que des coordonnees intrinseques x'^ de et verifie 

et j'^i-'^P-2 = Q 



7p-2 



(3.54) 
(3.55) 
(3.56) 



OU (/(7i...crp_2 ^cripi 



■ ha-p_2Pp_2-J^^"'''^~^ ■ Dans le langage des formes different ielles, nous avons 
le resultat suivant : etant donne les conditions d'integrabilite (3.50) et (3.51) et la metrique 
(3.48), il existe J'^^^ E Ap('H) et J^(^) G AP'^CH) harmoniques ou 



et 



p\ 



1 



- / dr"^ A 

(p-2)! 



A da;'^*'- 



(3.57) 



Les formes J^^'^ et J-"*^^) definissent la polarisation electrique et magnetique de J-" respecti- 
vement comme nous avons pu le voir au chapitre precedent. JT^^^ est une fonction constante 
dans le cas electromagnetique {p = 2) et J'^'^^ = pour le cas d'un champ scalaire. Tournons 
nous vers les autres composantes de I'equation du mouvement (3.42). 



La composante {uv) du membre de gauche de (3.42) est 



Ae2-5-3/4 + «e2.^-7/4^(4) ^ ^(4) 

2 



B 



1 B^uB^v 

2 B 



B, 



+ ae 



'2u 



^-5/4 



15 /fi^ 

16 V B 



3 -B,«-B,t; 

2 B 



B, 



(3.58) 
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tandis que 



-,2u 



T 

-J- 11. 



ip-2)\ 



2 -D 4 



pi 



(3.59) 



ou ( J(4))' =/i-iPi . . . /i---^"--^ J.,....^_, J,,..,,^_, et =/i-i''i ■ ■ ■ h^-P-F,,,„,^F,^,„,^ . Quant 

aux composantes (/iz/) du membre de gauche de (3.42), nous pouvons les ecrire sous la forme 



uv I "'nu 



''fJ.V 



— ae 



'4u 



45 fB^uB^ 
32 



+ 2«e-2-fi-V4 



5 
3. 

4" 5 



21B^uB^ S o 

8 -B ™ 2 '™ 



h 



3 B uB ^ 



1 



+ 45z/,, 



tandis que 



ou nous definissons 



(p-1)! 
1 

(P^ 

y(4) 



-r/io-i...(Tp_i-r;/pi...pp_i 2p! 



J. 



/J(Ti...CTp_3 <^I/pi...pp_3 



2(p-2)! 



(3.60) 

(3.61) 

(3.62) 
(3.63) 



Notons que R^'^\ Gliu et G*^^-*, qui caracterisent la geometrie de "H, apparaissent dans les 
equations du mouvement. Finalement, les composantes (up) et (vp) de (3.42) ne fournissent 
aucune information. 

Avant de resoudre les equations du mouvement, rappelons la dualite qui permet de nous 
concentrer exclusivement aux cas des 1, 2 ou 3-formes en dimension D = 6. Considerons pour 
cela I'application suivante 

p p = 6 — p 

jW g (7^) ^ ^^^^ J-(4) ^ 

Cette fonction transforme une p-forme en une (6 — p)-forme et 7ir(4) est le produit Hodge 
sur I'espace H. Quand nous appliquons ~ aux equations du mouvement, nous trouvons les 
memes equations du mouvement pour les quantites munies du ~. Ainsi, toute solution en 
presence de p-forme genere une solution en presence d'une (6 — p)-forme. Pour esquisser la 
fagon dont cela se produit, commengons avec I'equation du mouvement de la p- forme J-'^^^ 



dJ^(^) ^ d *(4) jf^') =0 ie 6J^^^ = 
5^(4) ^ s *(4) :f = ie dj^^^ = . 



(3.64) 
(3.65) 
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Puis, de la meme fagon, nous avons ce resultat pour en appliquant ~ a J'^^\ JT"*-^^ et 
J-'^'^^ ont simplement echange leur role. II est ensuite facile de verifier que T^v se transforme 
ainsi 



„2p-15 „ -2p-3 

/~..^^2 B^— /~,.^^2 



(3.66) 



etant donne que 



^(4) 1 = J^'^ A ^(4) J(^) ^ ^(4)^(^) A ^(4) ^(4) -F(^) =(-l)^(^-^) ^(,) A J-(^) 

=^(^) A *(4)-F(^) 

= i(F(^))'.(4)l (3.67) 

ou nous avons utilise le fait que /i^j^ est une metrique riemannienne et ★(4)l=\//ida;^ A. . . Adx^ 
est la forme volume sur {71, h). Finalement, il nous reste a etudier la transformation de T^i, 
sous ~ en utilisant (3.61). En particulier, nous avons 

^^---^ ^ (^(^)^^'O = (^^'^---^ Ja.....,^, . (3.68) 



Puis, en introduisant le tenseur dualiseur eo-i...o-4 = VhSai...a4, I'identite suivante 

e'^^-'^™"^-""e.i....„.i....„ =n!m!5p^...(55 ou m + n = 4 (3.69) 

permet de montrer que T^,y se transforme en T^,y. De cette maniere, I'etude pour les 5 et 
4-formes se reduit a celle des 1 et 2- formes respectivement. 

Dans les trois prochaines sous-sections, nous donnons une classification des solutions des 
equations du mouvement. Les equations £uu = = fournissent trois classes de solutions : 
il y a deux classes de solutions (classe I et II) en fonction de I'annulation d'un des deux 
facteurs de (3.50) et (3.51) et une troisieme classe (classe III) emerge lorsque la fonction B 
de (3.48) est constante. Les solutions de la classe I sont presentes pour un parametre a non 
nul alors que les classes II et III se retrouvent aussi en gravite d'Einstein (a = 0). 



3.3.3 Classe I 

Pour cette premiere classe de solutions, nous supposons que la fonction B n'est pas 
constante et que le second facteur de (3.50) et (3.51) s'annule, ainsi 

1 + + ^ae-2-5-5/45„5, = . (3.70) 

Par consequent, nous pouvons exprimer la fonction z/(m, v) en fonction de B{u, v) de la fagon 
suivante : 
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Notons que cette equation contraint le scalaire de Ricci R^^'' de "H a etre constant. Puis, en 
substituant I'expression precedente pour i>{u,v) dans (3.58), nous avons la contrainte 



+ QaK 



{p-2)\ 



B 2 



p\ 



. (3.72) 



Ensuite, en prenant la trace de I'equation (3.60) et en effectuant la meme substitution, nous 
aboutissons a I'equation 



5 + 12aA + 3a/t 



(p-4)ij^ (,^2 {2-p)B- 
{j)-2)\ I ^ p\ 



. 



(3.73) 



Dans le cas p = 1 et p = 3, puisque B n'est pas constant et hfj^^ est une metrique riemannienne, 
nous montrons que J-"*-^) = = J'^'^^ a partir de (3.73). Nous obtenons aussi la limite dite de 
Born-Infeld 5 + 12q;A = qui correspond a A = Acs on la constante Acs a ete introduite 
a la section precedente (3.23). De plus, I'equation (3.72) fournit la condition geometrique 
et nous restaurons ainsi le cas de la gravitation dans le vide de [103]. Nous 
en concluons done que c'est impossible d'ajouter un champ scalaire ou une 3-forme dans la 
theorie pour cette classe de solutions. 



Par consequent, nous restreignons notre attention au cas p = 2 (et p = 4 par dualite) en 
analysant les equations (fiu) de (3.42). Pour cela, nous reecrivons I'equation (3.60) a I'aide 

de sa trace 



C _r1/2c/, _i_ 



R[^, 



\r^'X^ 



1 + 2ae-^''B-^/^ 



3 B^uB^v 

4 B 



1 



+ ABu,, 



(3.74) 

ou £^ = g^'^Efjtu- En fait, £ = Q puisque le tenseur energie-impulsion (3.62) est de trace nuUe 
pour p = 2. Ainsi, I'equation {^v) se reduit a la forme factorisee suivante : 

(4t^ - \r^'K^ [l + 2ae-"^B~'" (^^^ - + 4Sz.,„.)] = kB'^/'T,^ (^(^)) . 

(3.75) 

Etant donne I'equation ci-dessus, nous avons trois branches de solutions dans cette classe I. 
Pour ces branches, la fonction u{u^v) est donnee par (3.71), i?*^^^ est constant, nous devons 
nous placer a la limite de Born-Infeld et nous avons la condition geometrique suivante : 



{Ri^)f-Q&^ + ^-^{F^')y 







et 



J 



(4) 







(3.76) 



aucune charge electrique n'est done possible pour cette classe. Les trois sous-classes de solu- 
tions sont les suivantes : 



• Classe la : Nous pouvons avoir R^ 



i-Att^ = \R^'^''hfj,u, c'est-a-dire que H est un espace 
d'Einstein et ainsi T^^, = 0. Cette condition ne signifie pas qu'il n'existe pas de champ 
magnetique comme nous le verrons a la sous-section 3.3.6 consacree aux exemples. Pour 
cette sous-classe, la fonction B{u,v) est arbitraire. Cette degenerescence correspond a 
celle deja presente dans [150]. 
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Classe lb : Nous pouvons aussi avoir Tfj,^, = avec cette fois-ci le second facteur 
du membre de gauche de (3.75) nul. En utilisant (3.71), nous obtenons une equation 
different ielle du troisieme ordre en B{u,v) qui est 



(l + aB ^/^i?*-'^-') (^B^.^B^yyB^uv + B^^B ^uuB ^uv — B^uB,vB 



+ 



B 



B 



'-aB-'/'R^'^ + {aB-'/'R^'^y 



B%Bl 
52 



^ + i!tt5-i/2i^(4) + 9 /^5-i/2^(4)y 
4 8 8 ^ ^ 



. 



(3.77) 



Cette equation fixe completement la metrique. Nous pouvons trouver des solutions 
statiques en imposant par exemple B ^ = —B^ apres quoi (3.77) devient une equation 
different ielle du second ordre en B', ou le signe ' designe la derivation par rapport a 
la variable u — v. Puis, en introduisant la coordonnee radiale r = B^^^, nous pouvons 
ecrire la metrique sous la forme 



ds^ = -U{r)dt'^ + 24a- 



dr^ 



+ r^/i^^dx^dx' 



(3.78) 



avec 



f/(r) = (r^ + ai?W) 



C1 + C2 




arctanhi 



\a 



"2 + aR(^) 



(3.79) 



ou Ci et C2 sont des constantes d'integration. Enfin, notons que pour le cas ai?(^) < 0, 
il est possible de construire des solutions possedant des horizons. 
Classe Ic : II existe une constante A 7^ telle que 



(3.80) 



avec B une solution de I'equation differentielle 



1 + 2ae-^^i?-V4 |'3 5^ _ 1^^^^ ^ ^^^^^^ 



A5-1/2 



(3.81) 



L'equation (3.81) est simplement I'equation (3.77) avec un terme supplementaire. Nous pou- 
vons aussi trouver des solutions statiques pour ce cas; cependant, les expressions sont plus 
compliquees et vont au dela de I'objectif de ce chapitre. 



Dans la sous-section 3.3.6, nous construirons des solutions magnetiques pour cette classe 
I en considerant Ti = x S"^. Retenons que pour cette classe I, le caractere statique n'est 
pas impose contrairement a la classe de solutions de la sous-section suivante. 
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3.3.4 Classe II 

Solutions localement statiques 

Les solutions de cette classe 11 sont obtenues par I'annulation du premier facteur de (3.50) 
et (3.51) : 

2u^B,, - B^uu = {u^v) . (3.82) 

Ces conditions d'integrabilite se retrouvent egalement dans le cas de la gravitation d'Einstein 
[156]. Nous supposons aussi que la fonction B n'est pas constante. L'equation (3.82) implique 



B,J{v) = B^,g{u) 



(3.83) 



avec f et g deux fonctions arbitraires. Ce qui conduit h B = B{U + V) apres le changement 
de coordonnees 



U{u) 



g{u)<lu ,V{v) = / f{v)dv 

^0 



La metrique devient alors 

ds^ = -2B'{U + V)B-^/^dUdV + B^/'^h^^dx^'dx'' . 
Enfin, en effectuant successivement les changements de coordonnees suivants 

{U,V) — y {z = U + V,t = V -U) {t, B{z)) — > {t = t/2, r = B^/*) 
et en posant 

V(ry 

la metrique prend la forme usuelle 



8r3 



ds^ = -V{r)dt^ + 



dr^ 
V{r) 



+ r'^h^ydx^dx" . 



(3.84) 

(3.85) 

(3.86) 
(3.87) 

(3.88) 



Par consequent, les geometries de cette classe 11 sont localement statiques puisque dt est un 
vecteur de Killing de genre-temps lorsque ^ > 0. Ce sont les equations {uu) et {yv) qui ont 
permis de determiner le caractere statique et ceci reste vrai tant que T„„ = = 0. Nous 
allons dans la suite resoudre les equations restantes et caracteriser en detail les champs de 
matiere pour chaque cas. 

Equations pour tout p 

Nous pouvons desormais determiner la fonction B a partir de l'equation {uv) (3.58) : 



B" - AB'/^B' + -B-^/^B'G^^^ + R^"^ 
2 



15-1/45' + 2a (5^/2)" 



4 ^ '2 



b'-^b' 

{p-2)\ 



2 b'-^b' 



p\ 



(3.89) 
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ou le signe ' correspond a la derivation par rapport a la variable z. Puis, nous integrons 
I'equation ci-dessus par rapport a ^ ; il existe ainsi une fonction h, qui depend seulement des 
coordonnees intrinseques de "H, telle que 



B' 



4A 



B'/' + 2aG^'^B'/' + 2R^^^ 



-53/4 + ^(51/2)' 



2k 



{y-2p){p-2)\ 



2k 



5^ (^F(^)y = h{x 



3a 

T 

2 



^-5/4^/2 



{2p - 5)p\ 



(3.90) 



Puisque B = B{z), I'equation (3.90) impose des contraintes sur la geometrie de I'horizon 
H. De plus, (3.90) conduit a une equation du second degre en B' qui nous permettra de 
determiner le potentiel V a I'aide de (3.87). Avant cela, regardons les equations (fiu) restantes. 
En utilisant (3.74), nous obtenons 



B' 



U 



--kB — 



(3.91) 



p-5 

- kB^ 



T,. (J(^)) - ^T(^) (J(^)) h 



^sjrh)! 2^(4) (jr(4)) _ /^po-ji^^ (j^(4)) et de meme pour JT'^'^-'. Les tenseurs du 



membre de droite sont donnes par 



1 

h"^P^ . . . h'^p-^Pv-^ F F h ( F^^A' 



(3.92) 



et 



1 9' 

h'^iPl . . . h^p-3Pp-3 J J h ( T^^)] 

"' "' liai...ap-3'^i/pi...pp-3 ^ P'^ \ J 



(3.93) 

lis sont de trace nulle tout comme le premier facteur du membre de gauche. La trace des 
equations {fiu) de (3.42) pent etre derivee a partir de I'equation (3.90) via I'identite de 
Bianchi. Finalement, toute solution de (3.90), (3.91) et des equations du secteur de la matiere 
(3.54) et (3.56) est une solution des equations du mouvement en presence d'une forme de 
rang p. Nous allons desormais detailler les cas p = 1, 2 et 3 puisque les cas j9 = 4, 5 et 6 sont 
obtenus par la dualite ~. 



Le champ scalaire libre 

Pour ce cas {p = 1), nous avons JT"*-^-* = et J-'^'^^ = d^(f)dx^ ou est un champ scalaire 
qui ne depend que des coordonnees intrinseques d'apres (3.53). L'equation (3.90) implique 
que /i(x'^) = m est une constante et nous avons I'equation du second degre pour B' suivante : 

3«^-5/4^/2^/^ + «i?Ws-V2) B'- — B'/^+- [/?(^) - K (F(^))'l 53/4+2«gW51/4_^ ^ . 
4 ^ ^ 5 3 L ^ M 

(3.94) 



3. 3 Trous noirs en presence de p-formes 



95 



Ainsi, nous obtenons le potentiel 



V{r) 



-12^ 



12a 



1 ± 



12aA 2aK{F(^)y 



+ a- 



3am 

+ ^ 



. (3.95) 



Puisque V = V{r), tout coefficient devant une puissance de r est necessairement constant. 
A ce titre, le scalaire (F^'^^) = d^cfyd^cf) est constant. Mais, nous devons aussi tenir compte 



de I'equation (3.91) qui se reecrit sous la forme factorisee 



B' \ U 



F F 



(3.96) 



Notons que le terme supplementaire genere par a fournit une contrainte supplementaire sur 
le potentiel V que nous avons deja determine (3.95). La situation est done plus contraignante 
que dans le cas de la gravite d'Einstein pour laquelle a = 0. Nous avons deux possibilites : 
• Si F^Fy — \h^i, (F*^^)) 7^ alors il existe une constante A G M* telle que 



(3.97) 
(3.98) 



La constante A est positive puisque nous imposons que le couplage /t/A so it positif dans 
(3.97). Puis, en integrant I'equation (3.98) et en la comparant a (3.95), nous trouvons 



V{r) 



1- A 
12a 



avec 



1 

12 



i?(4) _ ^ (^(4)) 
A 



ou p est une constante et nous avons la contrainte additionnelle sur "H 

- (ir(4)y 
A 

ou A est fixe par la relation 



^(i?(4))' - 6G(4) 



5 (1 - A^) + 12aA = . 



(3.99) 



(3.100) 



(3.101) 



Puis, en utilisant (3.97) et la contrainte mettant en jeu p, nous determinons une equation 
d'Einstein sur "H en presence de matiere 



A 



(3.102) 



ou T^a) {J^'^'^^) est le tenseur energie-impulsion usuel d'un champ scalaire. II y a deux 
effets notables ici : le champ scalaire induit une constante cosmologique effective 3p dans 
I'equation precedente qui explose lorsque nous approchons de la limite de Born-Infeld 
(A — )■ 0) et, par ailleurs, le champ scalaire permet de s'ecarter de cette limite. Notons 
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que nous avons egalement la seconde contrainte sur la geometrie de "H via (3.100). En 
utilisant I'identite suivante 

2i?!fji?(^)'^'^ - - = - G(^) , (3.103) 

3 

ou (C^^-*)^ correspond au "carre" du tenseur de Weyl de Ti, nous pouvons formuler la 
seconde contrainte sous la forme 

= (C(^))' . (3.104) 

La metrique h^^, doit done verifier I'equation d'Einstein euclidienne (3.102) mais avec 
une contrainte entre son tenseur de Weyl et le champ scalaire donnee par (3.104), ce 
qui est plutot restrictif. Nous illustrerons a la sous-section 3.3.6 avec une geometrie 
possedant un tenseur de Weyl non trivial. 
• Par ailleurs, nous pouvons avoir F^F^, - (^^^T = 0- Comme nous avons pu le 
voir au chapitre precedent cela implique que J-'^^'' = et il n'est done pas possible 
de construire de solution en presence d'un seul champ scalaire. En effet, nous avons 
F^F" = I [F^^'^fd"^ . Par consequent 

FP^Fp, = ■■■ = FP'Fp, = ^ . (3.105) 

De plus, tout produit mixte est nul, par exemple Fp^F^"^ = 0. Ainsi, nous avons deux 
possibilites : so it Fp-^ = et (3.105) conduit a J-"^^^ = puisque /i^j/ est une metrique 
riemannienne ; soit F^^ = et nous en deduisons la meme conclusion. Nous verrons a 
la sous-section 3.3.6 qu'il est possible de contourner ce resultat en utilisant 4 champs 
scalaires, ceci sera simplement une illustration de trous noirs fagonnes par plusieurs 
champs rencontres a la sous-section 2.3.5. 



4^' 

3A2 



{F^'^y 



L'interaction electromagnetique 

Dans ce cas (p = 2), J'^'^^ est une fonction constante correspondant a la charge electrique 
et nous avons le champ electrique coulombien usuel pour un espace-temps de dimension 6 : 
Frt = j'^'^^ jr'^- L'equation [uv) fournit I'equation du second degre suivante en B' : 

4 5 3 3 

(3.106) 



Nous obtenons par consequent le potentiel 



V[r) 



12 



12a 



12aA W 3am 2afi;(J(4))' 



(3.107) 



ou 



W = c? {R^^^Y - 6a'G^'^ + 3Ka {F^'^f 



(3.108) 
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avec W une constante. Notons que la partie electrique et celle magnetique du champ inter- 
viennent avec des puissances de r differentes. Encore une fois, tons les coefficients devant 
les puissances de r sont constants. Quant aux equations {^u) (3.91), elles donnent la forme 
factorisee suivante 



(3.109) 

Notons qu'il n'y a ici aucune condition sur la partie electrique J'^^\ Supposons tout d'abord 
que hf"^F^pFya — \h^v (-F^^^) 7^ 0, il existe alors dans ce cas une constante A telle que 



K 



1 + — (B'/^-j =AB-V^ 



Puis, en integrant (3.111), nous trouvons le potentiel 

q X 

= ^ +P + 7^ - Tt'^^^ 
12a 2r 2a 



(3.110) 
(3.111) 

(3.112) 



ou p et g sont des constantes. Mais, par comparaison avec (3.107), A = ! Ce cas est done a 
exclure. Ce qui nous conduit necessairement a la contrainte suivante pour la partie magnetique 



avec une charge magnetique J-'^^^ 7^ 0. Nous avons alors 



B' \ U 







(3.113) 



(3.114) 



Le premier facteur de I'equation ci-dessus pent etre nul et % est alors un espace d'Einstein. 
Nous sommes dans ce cas en presence d'un trou noir dionique donne par le potentiel (3.107). 
Cette classe de solutions fournit en particulier des trous noirs magnetiques qui ont recemment 
ete etudies dans [109]. Les auteurs de cette reference ont aussi considere des corrections 
d'ordre plus eleve pour le champ magnetique et nous renvoyons le lecteur a cet article pour 
plus de details. Comme nous avons deja pu le voir au chapitre precedent, I'equation (3.113) 
fournit la remarquable propriete pour "H d'etre une variete kahlerienne. Pour expliciter cela, 
posons = ; ainsi / est un endomorphisme du fibre tangent Til-L) tel que 

P = —Id puisque I^^Ip^ = —5^ d'apres (3.113), I correspond done a la structure presque 
complexe de l-L. Nous pouvons alors construire la forme de Kahler puisque pour tout 
X, y G T{'H), nous pouvons montrer que uj{X^Y) = h{IX,Y) ou h est la metrique sur Ti. 
De cette maniere, nous retrouvons la metrique hermitienne k par k = h — iu. En termes de 
composantes, nous obtenons ujf^„ = IJ'hp^ = 1^^^ = 2FIu) I (-F*^"^)) . Par consequent, si (F*^^)) 
est constant sur "H, ce qui est le cas en gravite d'Einstein pour laquelle a = 0, alors u est 
fermee dw = 0. Ce qui montre que {H, k) est une variete kahlerienne. Le lecteur pourra 
consulter les rappels sur ces varietes a la sous-section 1.2.3. 
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Par ailleurs, n'est pas necessairement un espace d'Einstein mais dans ce cas V{r) = 
+ p + ^ ou p et g sont des constantes d'apres (3.114). En comparant avec (3.107), nous 
avons 



g = , J(^) =0 



P 



12 



± A/(i?(4))' - ec-w + — (F(4))' 

a 



et 5 + 12aA = . 

(3.115) 

La geometric de 1-L doit done verifier une contrainte a la limite de Born-Infeld. 

Enfin, la derniere possibilite est de garder seulement une composante electrique, J^*\ 
avec une charge magnetique nuUe J-''-^-' = 0. Tout espace d'Einstein est alors une solution 
possible pour "H et le potentiel du trou noir est 



V{r) 



^(4) ^2 
+ 



12 12a 



,^ 12aA a2 (i?(4))2 - 6a2G(4) 3am 2aKU^^)f 



(3.116) 

avec les scalaires i?*^^) et constants. Dans ce dernier cas sans charge magnetique, I'espace- 
temps est asymptotiquement plat, c'est-a-dire V{r') = 1 -|- si {R^^^^ = 6G^'^^ ou 

JlW = 12. Or, puisque 7i est un espace d'Einstein, I'identite (3.103) montre que le tenseur 
de Weyl de H est necessairement nul et par consequent T-L est a courbure constante d'apres 
(3.36). De cette maniere, nous restaurons la solution de Boulware et Deser avec une charge 
electrique ou la metrique intrinseque de I'horizon est celle de la sphere S*^. 



Le champ axionique 

Pour ce cas dans lequel p = 3, I'equation (uv) donne le potentiel 



V{r) 



T2~^12^ 



It 



, 12aA 

1 + + cP- 



{R(^^)^ - 6G(4) ^ Sam 



Qan 



(J(4))2 + ( 



(3.117) 

Notons que la polarisation electrique, qui est une 1-forme, et celle magnetique, qui est une 
3-forme, du champ axionique interviennent avec la meme puissance de r dans le potentiel. 
Par ailleurs, I'equation restante (yuz/) est 



1 + 



B' 



U 



kB-^ 



(3.118) 
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Si le terme a droite de I'equation ci-dessus est non nul, il existe alors une constante A 7^ 
telle que 



(3.119) 
(3.120) 



Nous pouvons alors de nouveau integrer facilement (3.120) pour trouver le potentiel suivant 



V{r) 



q X 

+ P+ ^ - 



12a 



2r Aar'^ 



(3.121) 



ou p et g sont des constantes. Puis, par comparaison avec le potentiel (3.117), nous devons 
imposer A = ! Le seul cas possible est done \hP''h'^^F^paFy^p — \h^y i^F^^^Y = J^lJu — 
\h^u ^J^'^^Y ■ Cela s'avere tres restrictif pour J-''^^-' et J'^^\ Detaillons cela en introduisant la 
1-forme /C^^) = K^dx^" tel que J-"*^^^ = ^(4)/C*^^'*. Ce qui nous ramene au cas p = 1 avec deux 
champs scalaires. Nous avons alors 



W'^h'^f'F^.^F^^p-lh^, 



(3.122) 



ce qui conduit a la relation 



(3.123) 



Apres cela, si jU 7^ i^, il est alors facile de montrer que 



(3.124) 



ou il n'y a pas de somme sur les indices dans cette derniere egalite. Soit nous avons K'^K^ + 
jpj^ = 0, ce qui implique (j^^))^ + {K^^^)^ = et ainsi J^(^) = et J^^'^ = 0. Ou pour tout 
^ ^ V nous avons K^K^ = J^J^, qui fournit 



pi 



pi 



(3.125) 



puisque dim ("H) > 2; (3.123) nous ramene alors au meme resultat que pour p = 1, ce qui 
permet de conclure que F^^'^ = et JT'^'^^ = 0. 



Nous avons montre qu'il n'est done pas possible d'ajouter un seul champ axionique dans 
cette classe II. Nous verrons cependant dans la sous-section (3.3.6) que I'introduction d'un 
autre champ axionique permet de contourner ce resultat. 
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3.3.5 Classe III 



Passons a la derniere classe de solutions pour laquelle B est une fonction constante et 
nous posons B=f3^ ^ 0. Les equations {uv) et (/iz/) se reduisent a 



- 2A + aG(^)/3-^ + 



(3.126) 



et 



(3.127) 

ou la trace de E^,^ = kT^i^ est donnee par 
4A/32 _ ^(4) _ 8/33e-2v,,, (/J^ + = «:/32(i-p)r(4) (f^^)) - t,p'^P-'>^T'^^^ . (3.128) 

La forme de (3.127) implique qu'il existe une constante A 7^ telle que 



K/3 



2(l-p) 



1 + 8a/3V2''z/„„ = A . 



(3.129) 
(3.130) 



A partir de (3.130), nous observons que pour a 7^ et A 7^ 1 la fonction u verifie une equation 

avec U = U{u) 



dite de Liouville : v,. 



A-l ^2v 



Cette derniere conduit a e 



2u _ 8a/3^ U'V 



et V = l^(f ) deux fonctions arbitraires. Puis, en effectuant le changement de coordonnees 
{z = U + V^t = V — U), nous obtenons 



(3.131) 



Par ailleurs, si A = 1 alors Vuv = et la fonction v se decompose sous la forme v = f{u)+g{v) 
avec f et g deux fonctions arbitraires. Puis, nous effectuons le changement de coordonnees 
U = — e'^^^^^dx et = e^^^^^dx. Enfin, le meme changement de coordonnees que 
precedemment {U, V) — )■ {z, t) conduit a la metrique suivante 



ds' 



2/33 



{-dt^ + dz^) + P^h^^{x)dx''dx' 



(3.132) 



Par consequent, les solutions de cette classe III sont statiques. La metrique (3.132) coincide 
avec le cas de la gravite d'Einstein. En fait, a = conduit directement a A = 1. Nous verrons 
dans la suite que cette classe de solutions presente plus d'interet dans sa version (3.49) apres 
une double rotation de Wick. 
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Concernant la metrique h^p{x'') de "H, elle doit verifier I'equation d'Einstein euclidienne 
suivante 

- - ^ V = l^'^'-'K^^ (-^^'^) - l^'^'-'K^ {J^'^) (3.133) 

avec la contrainte (3.126). Notons que la constante cosmologique effective de cette equation 
depend de la constante cosmologique A mais aussi de A et (3. Detaillons desormais pour 
chaque rang p. 



Le champ scalaire libre 



Nous supposons A 7^ pour avoir une solution non triviale. Au lieu de considerer simple- 
ment un champ scalaire libre, le caractere constant de B nous permet d'ajouter un potentiel 
arbitraire V^(0) afin d'obtenir un tenseur energie-impulsion de la forme 



T, 



AB 



9ab 



9'^09c0 + V(0) 



(3.134) 



Les conditions d'integrabilite E^u = et f^^^, = fournissent encore une fois un champ 
scalaire = (f){x^) qui ne depend que des coordonnees intrinseques de "H. Nous avons alors 
toujours I'equation d'Einstein euclidienne (3.133) avec le tenseur energie-impulsion T^,^ (j-''-^-') 
complete par la presence du potentiel V{(j)). La trace de cette equation est donnee par 



4 [A + kV{(P)] (3^ - + K {d(Py 



A-1 



a 



et I'equation (3.126) fournit la contrainte supplementaire 

^Q(4) ^ 2/34 [A + nV{(f))] - (3^R^''^ + k(3^ {d(j)f 



(3.135) 



(3.136) 



En effectuant une double de rotation de Wick sur la metrique g, nous decrirons un exemple 
dans la sous-section (3.3.6) dans lequel la metrique h est celle de FLRW. 



L'interaction electromagnetique 

Ce cas presente un interet particulier. Tout d'abord, I'equation (3.133) se reduit a 

G?.' - - X + '-^) V = {^") (3.137) 

qui est une equation d'Einstein euclidienne en dimension 4 en presence du champ de matiere 
J-(^) et avec une constante cosmologique effective qui inclut la charge electrique de I'espace- 
temps de dimension 6. De plus, si h^^^ est une metrique lorentzienne apres une double rotation 
de Wick, nous pouvons interpreter J-'^^^ comme une 2-forme de Faraday effective. L'equation 
(3.126) implique la contrainte additionnelle 

6„ - A (F'^rf .^ML.^J^.l.^,.,,^,^^ . (3,38) 
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Ajoutons le commentaire suivant. Si "H est une variete lorentzienne, il est loisible de considerer 
une solution a symetrie spherique pour h en presence du champ electromagnetique J-'^'^\ 
La seule solution est celle de Reissner-Nordstrom avec constante cosmologique. Cependant, 
contrairement au cas de la gravite d'Einstein en dimension 6, ce cas est a exclure puisque la 
contrainte (3.138) n'est pas compatible avec la solution de Reissner-Nordstrom. Par ailleurs, 
contrairement au cas p = 1, nous pouvons ici imposer A = avec une 2-forme de Faraday pour 
I'espace-temps de dimension 6 non nulle. Ainsi I'equation d'Einstein euclidienne se reduit a 
sa trace 

4aA + 1 = 2Kal3-^ (Z^^)^ (3.139) 

ou la charge electrique (J'-^^)^ permet d'eviter un reglage fin entre a et A. II faut aussi tenir 
compte de la contrainte (3.138). Nous presenterons dans la suite I'exemple d'une corde noire 
avec A = 0. 



Le champ axionique 



Nous considerons de nouveau le cas A 7^ pour ne pas avoir un champ axionique trivial. 
Pour ce cas (p = 3), nous avons toujours I'equation d'Einstein euclidienne (3.133) dont la 
trace est donnee par 



1 (,.(4)) V (j(4)y 



6 



4A/3^ - Ai?(^) - Kf3^ 
Enfin, nous avons la contrainte supplementaire 

- 2A + + = ^p-^ 

3.3.6 Exemples de solutions 



(A-l)/3^ 







a 



(3.140) 



(3.141) 



Dans cette sous-section, nous allons construire des exemples pour les trois classes de 
solutions que nous venons de presenter. 



Champ magnetique pour classes I et II 

Comme nous avons deja pu le voir dans le chapitre precedent, des solutions magnetiques 
pour p = 2 peuvent etre construites en considerant par exemple H = S"^ x S"^. L'idee est 
d'associer une composante du champ magnetique pour chaque sphere. Contentons nous du 
cas de la classe I meme si la description s'applique de maniere similaire aux autres classes. 
Considerons la metrique suivante sur = S"^ x S"^ : 

ds^ = plidel + sin^ eid(f)l) + plidel + sln^ ^2^2) (3-142) 

ou pi et P2 designent les rayons de chaque sphere. Nous pouvons remarquer que 

Ri^)=2pl±Pi et G(4) = A^. (3.143) 
P1P2 P1P2 
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Puis, nous introduisons le champ magnetique suivant 

J^(^) = Qi sin^id^i A d0i + Q2 sin^sd^a A d02 • 



(3.144) 



Si pi = p2 et Qi = Q2 alors H est un espace d'Einstein et T^^ (F^^^) = 0, ce qui satisfait 
(3.75). C'est done une solution pour la elasse la ou B est une fonction arbitraire. Par ailleurs, 
si "H n'est pas un espaee d'Einstein, nous pouvons trouver une solution de la classe Ic verifiant 
I'equation (3.80) avec la contrainte geometrique (3.76) en imposant 



2kQI 



pi 

pI 

P\ L 



(P?-P^)A + 



2a\2p\p\-{p\^p\) 



p\pI 



2a l2plpl-{pl + plf 

3 pIpI 



(3.145) 



Rappelons que si "H n'est pas un espace d'Einstein, la fonction B n'est plus arbitraire mais 
doit resoudre (3.81). Alors qu'il y a une degenerescence de la fonction B lorsque pi = p2, ce 
n'est plus le cas des que pi^ P2- 



Solution de la classe II en presence d'un champ scalaire 

Considerons le cas de la classe II en presence d'un seul champ scalaire libre. De plus, nous 
supposons pour simplifier que p = dans I'equation (3.99). Par consequent, le potentiel est 
V{r) = ^^r^ et I'equation d'Einstein euclidienne est R^f! = ^9^09,^0 ou (p est harmonique 
sur T-L. Nous souhaitons examiner les solutions statiques et a symetrie spherique de cette 
equation qui sont donnees par 



h 



1 - 



2r] 



cosx 



di?2 



(1 



22\cosx 

r) 



+ 1 



27] 



l-cosx 



avec le champ scalaire 




2k 



sin X In 1 — 



2r] 

'r 



(d^2 + sin^ (3.146) 



(3.147) 



Le lecteur pourra trouver la version lorentzienne de ces solutions dans [157]. En particulier, 
nous retrouvons la solution de Schwarzschild pour x = alors que la solution pour laquelle 
X = 7r/3 est conformement reliee a la solution de BBMB [66-68]. Ici nous avons aussi la 
contrainte supplement aire (C*^^-*) = |p- {d^(l)d^(j)f a prendre en compte, qui est seulement 
verifiee pour x = 7r/2 : 



/i = dr^ + di?2 + 1 



2r7 

'r 



R' (d^^ + sin^Mc/.^) 



avec 



A 




2k 



In 1 



27] 

'r 



(3.148) 



(3.149) 



Cette solution est en fait singuliere puisque le scalaire de Ricci R''^^ = ^2r^l\-^2^2 diverge quand 
R tend vers 2r]'^ et il n'y a pas d'horizon des evenements pour cacher cette singularite. 
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Trou noir avec deux champs axioniques avec l-i = T^ 

Nous avons vu qu'il n'est pas possible de construire un trou noir statique en presence 
d'un seul champ axionique dans la classe II. Contournons ce probleme en considerant deux 
3-formes dans la theorie : 



^(6) = / d^xv/^ 



M 



'(1) - y^(2)ABC^(2) 



(3.150) 



En appliquant la meme methode qu'auparavant, nous trouvons que ces champs de matiere 
doivent verifier la contrainte suivante 



i=l 



F(i\,,„R — —h 



. (3.151) 



En fait, chaque champ axionique fournit deux champs scalaires. Plus explicitement, intro- 
duisons les 1-formes K'^^^ = -ft'(j)^dx'^ G A^('H) telles que J^^^^^ = *(4)/C(j) pour i = 1,2. Ainsi, 
I'equation (3.151) devient 



^ 1 ^ r 2 

i=l i=l L 



'(4) 



(3.152) 



II est desormais clair que I'espace d'Einstein le plus simple = T'^ est une solution satisfaisant 
(3.152). En effet, si {x,y,z,w) designe les coordonnees intrinseques de T^, nous pouvons 
choisir 



(4) 



dx }C\ 



(4) 



«2 



■dw 



ou de maniere equivalente 



(4) 



^ dx ) 



dxAd;zAdM; ji^^ 



^ dz 



Q 



K-2 



(3.153) 



dxAd?/Adz (3.154) 



ou Q est une constante. Finalement, cette configuration fournit un trou noir avec deux champs 
axioniques ou la metrique est donnee par 



ds' 



-Vir)df 



dr^ 



+ (dx^ + dy^ + dz"^ + dw"^) 



(3.155) 



avec le potentiel 



V{r) 



12a 



12aA 3am 24aQ2 

1±A 1 + ^— + — ^ 



(3.156) 



Ce trou noir est asymptotiquement localement AdS et possede en particulier une limite 
en gravite d'Einstein. En effet, lorsque a — )■ 0, la branche d'Einstein fournit le potentiel 
V{r) = —^r"^ ~ + TT- Nous restaurons ainsi les trous noirs fagonnes par plusieurs 
champs rencontres au chapitre precedent. 
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Trou noir avec quatre champs scalaires avec 1-L = T^ 



Par analogie avec I'exemple precedent, nous pouvons construire une solution statique de 
type trou noir avec quatre champs scalaires en considerant la theorie suivante 



^(6) = / d^xv^^ 



M 



- 2A + aG - ^ KidA(t>{i)d' 



(0 



i=l 



En choisissant de nouveau un horizon plat, nous construisons la solution 

dr^ 



V{r] 



dy^ + d^2 



dw^) 



avec le potentiel 



V{r) 



Via 



12aA SaA^ 3am 
1± A 1 + ^— + + ^ 



et les champs scalaires 



(1) 



Ax 



(2) 



Ay 



Xw 



K,4 



(3.157) 



(3.158) 



(3.159) 



(3.160) 



ou A est une constante. 11 est interessant de considerer la limite de cette solution en gravite 
d'Einstein, nous trouvons pour la branche d'Einstein le potentiel suivant 



A 2 ml 

V(r) = 

^ ^ 10 3 8 r3 



(3.161) 



Comme nous avons deja pu 1 'observer dans le chapitre precedent, la geometric est celle 
d'un trou noir hyperbolique bien que I'horizon soit plat. Finalement, nous aurions aussi pu 
considerer a la fois des champs axioniques et scalaires pour trouver un potentiel de la forme : 



V{r) 



12a 



12aA 8aA2 3am 24aQ2 
1 ± a/1 + -—- + + — 



(3.162) 



Solution generale pour la classe II avec toutes les p-formes 

Comme dernier exemple de la classe 11, nous considerons le cas general mettant en jeu un 
champ scalaire, I'interaction electromagnetique et une 3-forme via Taction : 



5(6) = / d^xT^ 



M 



R-2A + aG- k.FaF^ - ^FabF^^ - '^FabcF^^'' 

6 



(3.163) 



Le point que nous aimerions montrer est que la combinaison de ces champs de matiere 
conduit a un potentiel V assez general. Tout d'abord, nous exprimons le potentiel V a I'aide 
de I'equation {uv) (3.90). En definissant p = aG^^^ - f F^, q = m {d(j)f et t = K3 {.P + \H^) , 
nous avons 



V{r) 



12a 



1 



12aA 2ag a^ (i?^)^ - 6ap 3am 



+ 



+ 



+ 



Qat 2aK2Q'^ 

(3.164) 
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ou m est une constante d'integration. C'est juste une condition necessaire pour V. Par ailleurs, 
les equation (yuz/) (3.91) fournissent I'equation 



1 + 



B' 



5I/2 



i^iT^f^u + 'i2B ^^^Tp^u + ^ {Tjf,u + Tuf^u) (3.165) 



ou les tenseurs T^^^, Tpfiu et Th^u sont donnes par (3.62) avec p = 1, 2 et 3 respectivement ; 
Tjfj^u par (3.63) avec p = 3 et S^^J = R^f! — ^R^^'^h^^. Nous avons aussi note par T^f^^y la partie 
sans trace du tenseur T^^y et de meme pour les autres tenseurs. Puis, apres deux integrations 
successives par rapport a r, il existe deux tenseurs symetriques X^^y et Y^y de trace nulle tels 
que 



Sjj.J KlTfknu 2 ^^2 rfi 1 , 1 

^-^r lFu.u\.T^r-\ 

12a 2a ^ 8a r Aa 



(fj^, + f^^,)i-^r^, . (3.166) 



Nous devons ensuite comparer (3.164) et (3.166). En supposant a < et ce > 0, nous pouvons 
resumer les differentes conditions pour avoir une solution generale avec 

1 — c n a e . I 12aA 



V{r) 



12a 



+ 



4a 4ar^ 



2afi;2 



9 



g(^) + —h 



avec c = ±a/1H e = ±\l — , 

(3.167) 
(3.168) 

T<i,^u = - — {Thuu + Tj^y) , (3.169) 

(3.170) 

aw' — ^1-^"^"') = aw' -\ . (3.171) 

a 2a 

De plus, chaque p-forme doit resoudre sa propre equation du mouvement. Quant a la valeur 
de a, elle est determinee par la trace de I'equation d'Einstein (3.169) : 



e 

«2 



a^ 



a 



(3.172) 



Corde noire en classe III 

Considerons une charge electrique J^^^ emanant d'un champ electromagnetique {p = 2) 
avec un champ magnetique nul, J-'^^^ = 0, dans la classe III. Considerons le cas simple pour 
lequel A = dans (3.130) et /3 = 1. Puis, si nous effectuons une double rotation de Wick sur 
la metrique g, nous obtenons alors un espace-temps dit de Kaluza-Klein. La metrique h sur % 
est desormais lorentzienne et il y a deux directions "courbes" pour completer la metrique de 
I'espace-temps (3.131). Considerons simplement un ansatz statique et a symetrie spherique, 
planaire ou hyperbolique pour h : 

h = -f{r)dt' + ^ + (t^2 + x'deA . (3.173) 
/(r) \1-Kx' J 
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L'equation (3.139) fournit egalement une relation a, A et J^'^\ Puis, la seule equation qui 
reste a resoudre est (3.138) qui fournit 

fir) - + ^ (l ± Vsfl + ^^A).^-^^^) . (3.174) 

Cette solution se reduit a celle de [158,159] recemment etudiee quand nous posons 4aA = —1 ; 
nous evitons done un reglage fin a I'aide de I'inclusion de la charge electrique J^^K Quant au 
cas A 7^ 0, nous devons resoudre l'equation d'Einstein (3.137) mais elle est incompatible avec 
la contrainte scalaire (3.138) pour notre ansatz sur h. 



Solution cosmologique en classe III 



Terminons par un dernier exemple en consider ant un champ scalaire {p = 1) avec un 
potentiel V{(f)) en classe III apres avoir effectue une double rotation de Wick pour /3 = 1. 
Nous souhaitons ici etudier le cas ou h correspond a la metrique de FLRW en presence d'un 
fiuide parfait genere par le champ scalaire. Nous commengons done avec Taction suivante 



^(6) 



I d^x^/^^\R-2A + aG-K{^A(j)^'^(j) + 2V{(f))) 



La variation par rapport a la metrique de cette action fournit l'equation d'Einstein 

Gab + AgAB - olHab = kTab 
avec le tenseur energie-impulsion 

^1 



T, 



AB 



^B<i 



gAB 



d'-<pdc<P + v{<p) 



(3.175) 



(3.176) 



(3.177) 



et sa variation par rapport au champ scalaire donne l'equation de Klein-Gordon 00 = V(0). 
Nous allons considerer le cas A = 1 pour lequel I'espace perpendiculaire a "H est plat et nous 
ainsi une cosmologie dite de Kaluza-Klein avec deux dimensions supplementaires (3.132). La 
metrique h doit verifier l'equation d'Einstein suivante 



G 



K 



- h 



(3.178) 



avec la contrainte additionnelle aG^^^ + 2 [A + kV"(0)] = qui provient de (3.136). Nous 
aurions pu inclure la constante cosmologique dans le potentiel mais pour garder les memes 
notations nous laissons cela ainsi. En utilisant la contrainte precedente, il est loisible d'ecrire 
l'equation d'Einstein sous la forme suivante pour laquelle la dependance en A n'est plus 
explicite : 

1 



Puis, nous imposons la metrique de FLRW 



(3.179) 



h = -dt^ + a\t) {dx^ + dy^ + dz^) 



(3.180) 
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ou a{t) represente le facteur d'echelle. Ainsi I'equation (3.179) fournit les deux equations 

SH"^ =^02 _ l2aH^^ (3.181) 

_H'-2-=-<P^ + 12aH^- (3.182) 

ou nous avons introduit le parametre d'Hubble H = a/a et, d'apres les hypotheses habituelles 
en cosmologie, le champ scalaire ne depend que de t. Par consequent, en definissant les 
quantites p = — 12^H'^^ et P = ^cfp' + 12^if^^, nous reconnaissons les equations de 
Friedmann 

^^ = ^P et '- = -l{p + W) . (3.183) 
3 a b 

De plus, I'equation d'etat en p et P est fixe ici par 

{1 + AaKp) P = (^1 - ^aKp^ p . (3.184) 

Enfin, en traitant la derivee du champ scalaire comme un terme de source, nous pouvons 
combiner les equations (3.181) et (3.182) pour obtenir les deux branches suivantes 



ff2 = -L |^2aK02 - 1 ± ^1 - ^K02 + 4a2K204 j . (3.185) 

3.3.7 Conclusion 

Dans cette section, nous avons considere des solutions de la theorie de Lovelock en dimen- 
sion 6 en presence de p-formes (3.40). Nous avons etudie une large classe de metrique (3.48) 
en laissant arbitraire la geometric intrinseque d'un horizon possible "H et nous avons observe 
I'infiuence d'une double rotation de Wick sur cette classe de solutions (3.49). Notre princi- 
pale hypothese se porte sur le secteur de la matiere dans le but de preserver les conditions 
^uu = ^vv = qui ont permis dans une etude precedente [103] d'integrer completement le 
probleme dans le vide. Pour ces hypotheses, nous avons montre I'integrabilite de ce probleme 
en classifiant les solutions en trois classes avec notamment des conditions restrictives sur la 
geometric de Ti. En fait, la situation est plus contraignante que celle de la gravite d'Einstein 
ou est generalement un espace d'Einstein. 

Nous avons vu que les solutions de la classe I sont generalement degenerees et existent 
a la limite de Born-Infeld qui relie les coefficients de la theorie de Lovelock : 5 + 12aA = 0. 
Cependant, I'inclusion de matiere ou la reduction de la symetrie sur "H permet de lever cette 
degenerescence. 

Meme en presence de matiere, les solutions de la classe II sont localement statiques et 
mettent en jeu des solutions de trous noirs sous certaines conditions. Ces geometries incluent 
des solutions statiques connues pour cette theorie comme celle de Boulware et Deser [138], 
de R. Cai [146] et d'autres recemment decouvertes dans [103,109,152]. Le resultat important 
est que si nous restreignons les solutions a celles qui sont asymptotiquement plates alors 
la seule solution possible est le trou noir de Boulware et Deser en presence d'une charge 
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electrique. Une exception a ce resultat a lieu par I'inclusion d'un champ magnetique tel que 
W = (3.108). Dans ce dernier cas, le potentiel du trou noir se comporte comme une solution 
asymptotiquement plate mais la geometric de I'horizon n'est pas celle de la sphere, "H 7^ S^, 
a cause de la presence de la charge magnetique. Ainsi, la theorie de Lovelock permet de 
lever la degenerescence de la geometric de I'horizon contrairement a la theorie d'Einstein en 
dimensions supplementaires. En presence d'une charge magnetique, nous avons aussi vu en 
particulier que I'horizon Ti pent etre un espace d'Einstein-Kahler ; alors qu'en I'absence de 
cette charge magnetique, 7i est un espace d'Einstein avec le scalaire (C*-^-') constant. 

Les solutions de la classe III sont egalement statiques et recouvrent notamment des li- 
mites deja connues [158, 159] en theorie d'Einstein-Gauss-Bonnet. Precisons que I'inclusion 
de matiere supprime le reglage fin entre a et A en particulier. 

Finalement, nous avons presente des exemples precis pour chaque classe de solutions 
pour comprendre leurs proprietes. Nous avons vu que de nouvelles geometries peuvent etre 
construites dans la classe I sans etre degenerees. Quant a la classe II, la restriction sur la 
geometric de H nous a conduit a construire des solutions de trous noirs avec plusieurs champs 
scalaires ou champs axioniques. Ces nouvelles solutions generalisent celles du chapitre pre- 
cedent dans le cadre de la theorie d'Einstein-Gauss-Bonnet par une construction similaire et 
constituent ainsi les premiers exemples de trous noirs mettant en jeu des champs axioniques. 
lis sont asymptotiquement localement AdS et la geometric intrinseque de leur horizon est 
plate. Nous avons aussi exhibe dans la classe III une solution de type corde noire et une 
solution cosmologique avec un champ scalaire qui depend du temps. 

Pour conclure, nous avons remarque que ce qui est pergu comme une p-forme en di- 
mensions supplementaires possede une interpretation completement differente en dimension 
quatre. Par exemple, nous avons vu que la charge electrique en dimension six se comporte 
comme une constante cosmologique effective dans I'exemple de la corde noire, tandis que 
I'inclusion de plusieurs champs scalaires modifie le terme de courbure dans le potentiel d'un 
trou noir. 

Dans le chapitre suivant, nous allons revenir a la dimension quatre en incluant un champ 
scalaire couple conformement a la gravitation d'Einstein et nous etudierons notamment pour 
cette theorie I'infiuence des champs axioniques, qui nous ont permis jusqu'a present de de- 
couvrir de nouvelles solutions interessantes. 
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Chapitre 




Trous noirs en presence d'un champ scalaire 
conforme 

Nous allons dans ce chapitre nous tourner vers une derniere generalisation possible de 
la Relativite Generale en dimension quatre. Nous porterons notre interet a une theorie dans 
laquelle un champ scalaire, responsable de la modification de la gravitation, est couple confor- 
mement a la gravitation d'Einstein. Nous ferons des rappels sur les trous noirs connus dans 
cette theorie et nous etudierons I'infiuence de champs axioniques qui nous permettrons d'ex- 



hiber une nouvelle solution [4]. 
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4.1 Presentation de la theorie 

Avant de decrire la theorie de la gravitation modifiee en presence d'un champ scalaire 
conforme, nous allons presenter une extension plus generale de la theorie d'Einstein via les 
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theories tens eur- scalaire dans lesquelles la gravitation est induite par la metrique et par un 
degre de liberte supplementaire porte par un champ scalaire. Les precurseurs de ces theories 
sont P. Jordan, M. Fierz, C. Brans et R. Dicke. 



4.1.1 Les theories tenseur-scalaire de la gravitation 

Nous allons suivre les presentations pedagogiques [17] et [160] pour decrire ces theories. Le 
lecteur interesse par ce sujet pourra consulter egalement les articles cites dans ces references 
et le livre de C. Will [161]. Nous allons voir qu'il existe deux types de representations pour 
ces theories. 



La representation de Jordan 

Dans la representation de Jordan, Faction des theories tenseur-scalaire prend usuellement 
la forme suivante 

S[g,..vM = V7^ I ^g[F{v)R-Z{v)9^''d^vd,^-2U{v)]d^x + S^[g,,,^] (4.1) 

ou est la constante de gravitation "nue", F et Z sont des fonctions sans dimension de (f) 
avec F > et f/ est le potentiel du champ scalaire Lp. De plus, Sm[gnui'4'\ represente Paction 
des champs de matiere, que nous notons collectivement qui sont couples minimalement a 
la metrique (yf^jy ; le champ scalaire Lp n'est pas en jeu dans cette action en particulier. Par 
consequent, ces theories preservent I'universalite de la chute libre. Remarquons que par une 
redefinition du champ scalaire y?, il est toujours possible de remplacer les fonctions F et Z par 
une seule fonction inconnue. Une parametrisation souvent utilisee est celle de Brans-Dicke 
dans laquelle 

F(if) =<f et Z(<f) = . (4.2) 

La representation d'Einstein 

II existe egalement une autre representation dite d'Einstein pour decrire les theories 
tenseur-scalaire. Cette representation est deduite a partir de la precedente par la trans- 
formation conforme suivante 

= F{ip)g,. (4.3) 

et en utilisant les redefinitions suivantes 

d(/^,V 3 /dlnF(y;)V Z{^) 



J 4 V dif J ^ 2F{<f) ' 
A(^,) = F-^'i^) , (4.5) 
2V{^.) = U{v)F~\v) . (4.6) 

De maniere generale, sous une transformation conforme g^j,y = VL^g^v ou Vt est une fonction 
et strictement positive, le scalaire de Ricci se transforme selon I'egalite [5] : 

R = VL-^[R-QU\xiVL-Qg^''{d^,\nVL){dM^)\ ■ (4.7) 
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Ce resultat permet alors de montrer que Faction (4.1) ecrite en representation de Jordan 
pent se reecrire, avec ici = F, sous la forme 

S[g;., ^] = j [R* - 'IgTd^^.d.^. - 4V^(^*)] d^x + S^\A\^:)gl,, V^] . 

(4.8) 

Toutes les quantites etoilees sont definies dans cette representation. L'interet de cette repre- 
sentation est d'obtenir le terme d'Einstein-Hilbert et le terme cinetique du champ scalaire 
afin de mettre en evidence que les degres de liberte de spin et 2 correspondent aux pertur- 
bations de ^9^, et g*^^ respectivement. Nous notons que le champ scalaire couple aux champs 
de matiere dans cette representation. Introduisons pour la suite les quantites suivantes : 

d In A ^ , , da , , . 

a = — et = — ; 4.9 

dv9^ dv9* 

la Relativite Generale est ainsi le point (a, /3) = (0, 0) dans I'espace des theories tenseur- 
scalaire. 

La constante de gravitation 

L'action (4.1) permet de definir une constante de gravitation effective : 

Geff=§^=aA^ (4.10) 

Par ailleurs, il est possible de montrer que la force mesuree dans une experience de type 
Cavendish entre deux masses mi et m2 proches separees d'une distance r est de norme 
^cav ^ 2 avec 

^ ^ F V2^F + 3(dF/d(/?)2y ^ ' 

Le premier terme G^J^ correspond a I'echange d'un graviton alors que le second cP'G^.J^ 
correspond a I'echange d'un scalaire. Precisons que pour des distances bien superieures a 

I'inverse de la masse du champ scalaire, qui est determinee par au minimum 0q du 

potentiel, la contribution du champ scalaire au niveau du potentiel newtonien est negligeable. 
Notons aussi que dans la parametrisation de Brans-Dicke, 1 'expression de cette constante 
prend une forme simple 

aa.= ^^. (4.12) 

N'oublions pas que les theories tenseur-scalaire sont assez contraintes par les tests de la gravi- 
tation dans le systeme solaire. Les parametres dits post-newtoniens, que nous ne definissons 
pas volontairement ici, permettent d'obtenir aujourd'hui la contrainte suivante ctg < 2.10"^, 
ce qui implique que Gcav et Geg ne different que de 0.02%. De plus, I'observation des pulsars 
binaires fournit I'inegalite /3o > —4, 5. L'indice o correspond ici a la valeur actuelle des quan- 
tites a et /3. Dans la suite, nous allons presenter une theorie specifique parmi les theories 
tenseur-scalaire. 



114 



Chapitre 4 ■' Trous noirs en presence d'un champ scalaire conforme 



4.1.2 Theorie en presence d'un champ scalaire invariant conforme 

II est bien connu que les equations de Maxwell dans le vide sont invariantes sous une 
transformation conforme alors que ce n'est pas le cas pour un champ scalaire libre. En 
revanche, il est possible de construire une theorie tenseur-scalaire particuliere pour laquelle 
les equations du mouvement du champ scalaire restent invariantes sous une transformation 
conforme avec Paction suivante 

S[g,,, 0, ^] = ^ - - d'x + S^[g,,, ^] (4.13) 

ecrite dans la representation de Jordan. Concernant les equations du mouvement de cette 
theorie, la variation de Paction S'[(y'^,^, 0, ip] par rapport a la metrique fournit Pequation d'Ein- 
stein 

G.^ = SttG (t^;) + T^-)) (4.14) 

avec le tenseur energie-impulsion suivant pour la partie de Paction mettant en jeu le champ 
scalaire 

T^J = 8^(1)8^(1) - \gapd,(t)d^<P + ^ {g^pU - V«V^ + G„^) 0^ (4.15) 

alors que T^™-* = '^T^§~Sp designe le tenseur energie-impulsion de la matiere. Puis, la variation 
de Paction S[g^^,(l),ip] par rapport au champ scalaire fournit Pequation de Klein-Gordon 
generalisee 

□0=li?0. (4.16) 
6 

La propriete importante de (4.13) est que Paction 5**^*^ = Jj^ y/—g {—\da(t>d°'(j) — j^Rcp'^) d 
est invariante sous la transformation conforme 



9aP^ gap=^'^9ap (4.17) 

^^ = (4.18) 

avec VL une fonction C°° et strictement positive comme precedemment. Puisque Paction S^^^ 
est invariante conforme alors Pequation de Klein-Gordon (4.16) est invariante aussi sous la 
transformation conforme precedente et nous avons la propriete interessante Ta^"" = 0. Par 
consequent, en Pabsence de matiere, le scalaire de Ricci est nul, i? = 0, ce qui conduit 
simplement a Pequation 00 = pour le champ scalaire. Precisons egalement qu'un terme de 
la forme y/—g(f)'^d!^x est invariant conforme aussi et pent etre ajoute a Paction (4.13). 

Afin d'etre complet, il est loisible de reecrire Paction (4.13) en utilisant la parametrisation 
de Brans-Dicke. Pour cela, nous introduisons la redefinition 

AtiG n 

ip = l- —02 , (4.19) 
ce qui permet de reecrire Paction sous la forme 

S[g^,, if, ^] = / ^g(vR- '^d^ipd^ip\ dS + S^[g^,, ^] (4.20) 
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avec la fonction 

^{V) = • (4.21) 

La constante de gravitation mesuree dans une experience de Cavendish est alors donnee dans 
ce cas par 

Gcav = (4.22) 
Sip 

d'apres I'equation (4.12). Enfin, en effectuant la transformation conforme de la metrique 

gfiu = (l ~ ^ir'^'^) fi'M'^ lorsque 0^ < et la redefinition T = ^^^^^Arctanh (^^J ^^0^ > nous 
obtenons la representation d'Einstein de Paction (4.13) : 

S[g^,, r, ij] = / (r - r^d^Tdf^r) d^a; + S,^[g^,, ^j] , (4.23) 

IbTrG Jm ^ ^ 

qui se reduit a Paction d'Einstein-Hilbert en presence d'un champ scalaire libre. Dans la suite, 
nous allons presenter des solutions du vide, puis en presence d'une constante cosmologique 
et de champs axioniques. 



4.2 Solutions du vide 

4.2.1 La solution de BBMB 

Une solution de la theorie (4.13) dans le vide est bien connue. EUe est decrite par la 
metrique statique et a symetrie spherique suivante 

ds^ = - (l - ^) ' dt^ + + (d^2 + sin2 ^d<^2) ^4 24) 

et par le champ scalaire 

3 m 



(4-25) 

47rG r - m 

Cette solution, dont la metrique est celle de Reissner-Nordstrom extremale, a ete decouverte 
par N. Bocharova et al. [66] et redecouverte par J. Bekenstein [67] au debut des annees 
70. Elle pent etre facilement generalisee en presence de Pinteraction electromagnetique en 
ajoutant a Paction (4.13) le terme de Maxwell 



1 



T (4.26) 



M 



ou T est la 2-forme de Faraday. Ainsi, la metrique est toujours decrite par (4.24) et par les 
champs suivants 

J_^^^ et ^ = gdrAdt. (4.27) 

La generalisation en presence d'une charge magnetique est triviale et se trouve dans [162]. Au 
premier abord, cette solution pent sembler pathologique a cause de la divergence du champ 
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scalaire sur I'horizon, localise a la coordonnee radiale r = m. Neanmoins, en suivant une 
suggestion de B. DeWitt, J. Bekenstein etudia dans [68] les geodesiques d'une particule-test 
de masse ^ et couplee au champ scalaire avec une action de la forme 



ou / est une constante de couplage et x'^(A) designe la trajectoire de la geodesique parame- 
trisee par A entre deux points P et Q de I'espace-temps. II montra ainsi que le temps propre 
d'une telle particule est proportionnel a ln(r — m), c'est-a-dire qu'une particule-test ne pent 
s'approcher de I'horizon que de maniere asymptotique. Seules les particules-tests neutres vis- 
a-vis du champ scalaire (j) peuvent done traverser I'horizon. II etudia egalement les forces 
de marees et montra que ces dernieres restent bornees en s'approchant de I'horizon. En ce 
sens, le caractere singulier de cet horizon est absent malgre la divergence du champ scalaire 
sur I'horizon. Concernant la stabilite de cette solution K. Bronnikov et al. affirment que la 
solution de BBMB est instable [69] alors que P. McFadden et al. soutiennent le contraire [70]. 

Pour clore cette sous-section, notons que J. Bekenstein dans [67] a egalement presente 
des solutions cosmologiques, c'est-a-dire pour des metriques de type FLRW, en presence 
de radiation decrit par le tenseur energie-impulsion d'un fluide parfait (1.90) pour lequel 
P = p/3. Pour certaines solutions, la singularite de type Big-Bang est remplacee par un 
"rebond". Le lecteur interesse pourra egalement consulter [163]. 

4.2.2 Le probleme de Weyl 

Avant de presenter de nouvelles solutions en presence d'une constante cosmologique et de 
champs axioniques, nous allons explorer le probleme dit de Weyl pour la theorie (4.13) dans 
le vide, c'est-a-dire que nous allons considerer les metriques qui sont statiques et a symetrie 
axiale. Nous imposerons egalement ces symetries au champ scalaire 0. 

Tout d'abord, rappelons qu'un espace-temps est dit stationnaire s'il existe un groupe 
d'isometries a un parametre at : M x — )• dont les orbites sont des courbes de genre- 
temps. Notons ^ le vecteur de Killing de genre-temps qui est le generateur infinitesimal de 
cette transformation. De maniere similaire, un espace-temps est dit a symetrie axiale s'il 
existe un groupe d'isometries a un parametre Xip dont les orbites sont des courbes fermees de 
genre-espace. De meme, nous notons ip le vecteur de Killing de genre-espace qui genere cette 
transformation. 

Puis, un espace-temps est dit stationnaire et a symetrie axiale s'il possede les deux groupes 
d'isometries precedents et si 



Cette derniere condition se traduit par la commutativite des vecteurs ^ et ■?/', c'est-a-dire 
[C)"^] = 0. Ce qui permet d'introduire le systeme de cooordonnees {x^ = t,x^ = (p,x'^,x^) tel 
que ^ = dt et ip = dip. Par consequent, nous pouvons ecrire la metrique sous la forme suivante 




(4.28) 



(4.29) 



ds^ = g^,u{x'^, x^)dx^ ® dx' 



(4.30) 
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De plus, nous imposons les symetries de I'espace-temps au champ scalaire 0, c'est-a-dire que 
= = 0, par consequent = 0(x^,x^). Avant de simplifier la metrique, donnons le 
resultat suivant demontre dans [5] : 



Resultat 4.1 (Frobenius) Soit ^ et ip deux vecteurs de Killing qui commutent tels que 
(V ^[^l'4'v^ p^u] p'4^a] s'annulent chacun en au moins un point de I'espace-temps (ce 

qui est en particulier vrai si ^ ou s'annule en un point) et 

(li) ^^^Rfl'^^P^p''^ = V'^'i?/^^^''] = 

alors les sous-espaces hidimensionnels, des espaces tangents de chaque point de la variete, 
qui sont engendres par les vecteurs orthogonals a ^ et ip sont integrables, c'est-d-dire qu'ils 
sont tangents a une variete bidimensionnelle. 



Si I'espace-temps est asymptotiquement plat, alors il existe un axe de rotation sur lequel 
■0 s'annule et ainsi I'hypothese (i) est verifiee. En revanche, la seconde condition n'est pas 
toujours verifiee pour la theorie (4.13). En effet, en utilisant les equations du mouvement, 
nous avons dans le systeme de coordonnees precedent 

- ^) = (5^05.0) avec z = t,^. (4.31) 

Les conditions du resultat precedent sont done verifiees si 0^ 7^ Nous utiliserons alors 
differents systemes de coordonnees pour decrire une solution de (4.13). Puis, en utilisant le fait 
que toute variete differentielle bidimensionelle munie d'une metrique est conformement plate, 
nous pouvons ecrire la metrique sous la forme suivante dans les coordonnees (t, yj, x^, x^) a 
condition de verifier les hypotheses (i) et (ii) : 



/ 


-V 


w 





\ 




w 


X 





















\ 














(4.32) 



avec V = — C^^/i , W = ip^^^ , X = ip^ip^j, et Z est une fonction des variables et 
x^. Desormais, nous restreignons notre attention au probleme de Weyl, c'est-a-dire que nous 
imposons en plus la condition de Frobenius (1.119), A d.^** = 0, pour avoir un espace-temps 
statique, ce qui correspond a prendre W = Nous en deduisons alors le resultat suivant 



Resultat 4.2 (Weyl-I) Si 0^ 7^ alors toute solution du probleme de Weyl de Faction 
(4.13) s'ecrit sous la forme 

ds2 = -e^Mt^ + e2('^-^) (dr^ + d;^^) + a'^e-^^d^p' (4.33) 

oil X,i>,a et le champ scalaire sont des fonctions des coordonnees r et z. 

Dans la suite, nous utiliserons les coordonnees complexes u = '^-^ et v = Lorsque 
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b"^ < il est judicieux d'introduire les fonctions 



3 

et la redefinition suivante pour le champ scalaire 



/5 = (l - ^0^) a (4.34) 
e^- =(^- 1^02^ (4.35) 
e^=(l- (4.36) 



7 = VsArctanh | \ ^^(j) ] (4.37) 



3 



afin d'obtenir le resultat suivant 



Resultat 4.3 (Weyl-II) Si 0^ < alors toute solution statique et a symetrie axiale de 
r action (4.13) dans le vide admet la metrique suivante 

ds" = cosh' (^-^^ [-e'^dt^ + Ae^^'^-'^Mudv + e-^"" dip^] (4.38) 



avec les equations du mouvement 



f3,uv = (4.39) 
Tu. + l(l,u^+l,.^^=0 (4.40) 

u^. + Uu,^^ + u,,^)=0 (4.41) 



2 V /3 /3 
X,uv + (^,uUJ,v + 7,u7,v = (4.42) 

2^X,n - ^ = + 2jI {u^v). (4.43) 

Notons que I'avant-derniere equation se deduit des autres facilement. Nous pouvons ainsi 
reconnaitre les equations du mouvement du probleme de Weyl dans le cadre de la theorie 
d'Einstein dans le vide en dimension 5. En effet, dans ce contexte, la metrique pent etre 
ecrite sous la forme [123, 164] 

2 

dsl = 6^^/3-2/3 (dr^ + dz^) + ^ r^^^e^B, ^^^^^2 

/i=0 

ou chaque fonction depend seulement des coordonnees r et z, i?o + -^i + i?2 = et 

/-I 0\ 

V^.v=\ 10. (4.45) 
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^ V. (PWB^ ) = (4.47) 



Puis, I'equation d'Einstein, R^y = 0, se reduit alors au systeme d'equations suivant 

A™ = (4.46) 

( 

X,uv + \b,u-B^, = (4.48) 

2^X,u - ^ = (u^v). (4.49) 

ou B designe le vecteur de composantes dans une base euclidienne orthonormee, le produit 
scalaire associe est note par un point et nous avons introduit le gradient V = Urdr + Uzdz et 
le laplacien A = V.V du plan euclidien M^. Enfin, la correspondance entre le probleme de 
Weyl pour la theorie (4.13) dans le vide et le probleme de Weyl en theorie d'Einstein dans le 
vide en dimension 5 se fait par les identifications suivantes 

Par ailleurs, lorsque 0^ > ^J^, nous introduisons, avec les memes notations, les fonctions 
suivantes 



e^- = ( — 02 _ 1 ) (4.52) 



3 

et nous redefinissons le champ scalaire par 



7 = v^Arctanh(^/^i) (4.54) 



pour obtenir le resultat similaire suivant 



Resultat 4.4 (Weyl-III) Si 0^ > alors toute solution statique et a symetrie axiale de 
r action (4.13) dans le vide admet la metrique suivante 



ds^ = sinh^ (^^^ [-e^-dt^ + 4e2(^-)dMdt; + /3^e-''''dip''] 



(4.55) 
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avec les equations du mouvement 



f3,uv = (4.56) 
%u. + Uru^+T.^]=0 (4.57) 



2 V ' (3 13 

^,uv + 7, ( + ) = (4-58) 



+ (^,u(^,v + l,u7,v = (4.59) 

2^X,u-^ = 2ojI + 2jI {u^v). (4.60) 

4.2.3 La structure de barres 

La structure de barre en Relativite Generale 

C'est H. Weyl qui a trouve la solution generale statique et a symetrie axiale de I'equation 
d'Einstein dans le vide [165]. Dans ce paragraphe, nous allons rappeler la structure de barre 
utilisee en Relativite Generale en dimension 4 pour construire des solutions statiques et 
a symetrie axiale dans le vide. Avec de telles symetries, nous pouvons toujours reecrire la 
metrique sous la forme diagonale suivante 

ds^ = -e'^dt' + e2(^-^) (dr^ + d^^) + a^e-'^d^^ (4.61) 

ou les fonctions X, u et a dependent des coordonnees r et z. Puis, il est utile d'introduire les 
coordonnees complexes u = ^-^^ et v = "^^^^ pour ecrire I'equation d'Einstein sous la forme 



(4.62) 



A,„. + ^ (A,„^ + A,,^) =0 (4.63) 





= 




,u r A t, I 

a a / 


= 






= 




2 iy,u 
a a 


= K 


{u ^ v) 



(4.64) 
(4.65) 

Comme precedemment I'avant derniere equation se deduit des autres equations. D'apres 
I'equation (4.62), nous pouvons choisir a = r. Ainsi, I'equation (4.63) devient une equation 
de Laplace, pour le potentiel dit de Weyl A, ecrite en coordonnees cylindriques 

A,.. + ^A,, + A,,, = . (4.66) 

C'est une equation differentielle lineaire ; nous pouvons par consequent superposer differentes 
solutions. Notons que dans la limite newtonienne, la fonction A correspond au potentiel 
newtonien. Apres cela, la derniere equation (4.65), qui encode le caractere non lineaire de 
I'equation d'Einstein, se resout explicitement pour donner la fonction v. 



Dans la suite, nous allons interpreter la fonction A comme une solution de I'equation de 
Laplace, AA = —Anp avec un terme de source p, qui represente une distribution de "matiere" 
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situee sur I'axe r = 0. Ainsi, par I'utilisation des fonctions de Green, nous pouvons montrer 
que le potentiel de Weyl prend la forme suivante : 

A(f) = - / jl^A^x . (4.67) 



Avant de continuer, proposons un intermede en gravitation newtonienne. Si A designe le 
potentiel gravitationnel, il verifie alors I'equation de Poisson : AA = —Anp {G = 1) ou p 
designe la densite de masse. En particulier, si nous considerons une distribution de matiere 
localisee, dans des coordonnees cylindriques (r, z), sur I'axe r = entre z = Zi et z = Z2{> Zi) 
avec une densite uniforme ax par unite de longueur, nous trouvons alors le potentiel 

A(r, .) = -ax r , + -t = -A In f V^^^^i^^] + ^^q,^ 

Jz, + (z- ~zf \^r^ + {z-Z2Y-{z-Z2)j 

et si Z2 = +00 : 

A(r, z) = ax In (^B^/r^ + (z - z^Y - B{z - zi)^ + est (4.69) 
ou B^^ est une constante qui a la dimension d'une longueur. 

La structure de barre de la solution de Schwarzschild et les multi-trous noirs 

Nous allons exposer dans ce paragraphe la structure de barre de la solution de Schwarz- 
schild. Tout d'abord, nous redonnons la metrique de cette solution 

ds' = -(l-'^\ dt' + + p2 {de^ + sin2 . (4.70) 
\ P J p 

Dans le but d'ecrire cette metrique sous la forme (4.61), il est naturel de I'exprimer dans 
les coordonnees (t, 9, ip) on u est donnee par cosh^(M/2) = if. Puis, le changement de 
coordonnees suivant 

z = m cosh u cos 6 (4-71) 

r = m sinh u sin 6 (4. 72) 

permet de reecrire la solution de Schwarzschild sous la forme (4.61) dans les coordonnees 
{t, r, z, if) avec 

^2A _ + (z + m)2 -[z + m) 



\Jr'^ + {z — m)2 — {^z — m) 
et 

2^ y/r^ + {z — mY^Jr'^ + {z + m)^ + {z — m){z + m) + 
2-^/^2 + (z — mY^r'^ + (2; + m)2 

Le potentiel de Weyl A est alors solution de I'equation de Laplace avec une source placee sur 
I'axe r = entre z = —m et z = m avec une densite newtonienne ax = 1/2. Signalons que 
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dans les coordonnees de Schwarzschild {t, p, 6, (f), cette distribution est localisee sur I'horizon 
des evenements. 

Maintenant, nous allons montrer comment nous pouvons construire une solution de n 
trous noirs [166] avec des masses arbitraires (mj)i<j<„ ou n G N*. A I'aide de la structure 
de barre de la solution de Schwarzschild, nous construisons A comme la somme de potentiels 
de Weyl generes par n barres, qui ne se chevauchent pas, placees sur I'axe r = 0. Puis, la 
fonction u sera alors simplement determinee par 

= r (Aj, - Ay et i^,^ = 2rA,^A,^ . (4.75) 

Plus explicitement, nous considerons n barres centrees en ^ = et de longueur 2mj pour 
i G [l,"^]. II est ensuite judicieux d'introduire les distances suivantes 



^ - ~ ai±mi et Rf = Jr'^ + {zf) . (4.76) 



Ainsi, nous contruisons le potentiel de Weyl par 

n 

A = A. (4.77) 



i=l 



avec 



Enfin, nous trouvons 



avec 




l<i,j<n 

~' h^R] + 44 + r-){R-Rj + z-z- +r^)) ■ ^^-"'^ 

Nous devons etre prudent avec la fonction u pres de I'axe r = 0. En effet, nous exigeons que 
la surface d'un disque infinitesimal divisee par le carre de son perimetre tend vers ^ sur 
I'axe r = 0, ce qui se traduit par limz/(r, z) = 0. En general, il y a des singularites coniques 

r— >0 

lorsque des solutions sont superposees. 

Pour n = 1, cette condition est verifee avec u^^^ = sauf sur la barre. En revanche, 
lorsque nous considerons une seconde barre pour modeliser un second trou noir, nous ne 
pouvons plus avoir un espace-temps statique avec un axe r = regulier a cause de I'attraction 
gravitationnelle entre les trous noirs. Considerons une premiere barre placee entre 2; = Ci et 
z = 02 et une seconde entre z = C3 et z = avec Ci < C2 < C3 < C4. Le calcul de la fonction 
z/ sur I'axe donne 

^o^'' yz < ci ou Z > C4 
r (2) , , { (<:i -<:!)(<:!.- <:2)\ ^ m (4'81) 
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(2') 

Ainsi, si z/q = 0, cela signifie que I'axe r = est regulier a I'exterieur des barres alors 
que z/(0, z) < entre les deux ; ce qui peut etre interprete par la presence d'un support qui 
maintient les deux barres dans un equilibre statique. De maniere similaire, si nous choisissons 
z/q de telle fagon que I'axe r = soit regulier entre les deux, il y a alors une singularite 
conique a I'exterieur des barres, qui peut etre interpretee par la presence de deux cordes qui 
maintiennent les trous noirs dans une configuration statique [167]. 

Cette interpretation en termes de barre peut egalement etre menee en presence de I'inter- 
action electromagnetique. Ainsi, la solution de Reissner- Nordstrom (1.127) est interpretee par 
une barre de longueur 2^ M"^ — [168]. Par consequent, la presence de la charge electrique 
diminue la taille de la barre pour une masse M donnee. En particulier, la barre se reduit a un 
point pour le cas extremal. A ce sujet, R. Emparan etudia notamment un "dipole" constitue 
de deux trous noirs extremaux mais de charges opposees dans la theorie d'Einstein-Maxwell 
avec et sans la presence d'un dilaton [169]. 

La structure de barre permet aussi de decrire une autre solution connue en Relativite Ge- 
nerale : la C-metrique [170]. Cette solution permet de decrire deux trous noirs uniformement 
acceleres dans des directions opposees. La force responsable de I'acceleration se manifeste 
par la presence d'une singularite conique. La structure de barres de la C-metrique a ete 
determinee dans [171, 172]. Pour I'obtenir, il suffit d'ajouter, a la barre de la solution de 
Schwarzschild, une barre semi-infinie de densite newtonienne 1/2 qui ne se superpose pas a 
la precedente. Le potentiel de Weyl A se met alors sous la forme 



A 




A/r^ + (2; + m)^ — (2; + m) 
A^r^ + (2; — m)2 — (2; — ? 




(4.82) 

ou A est le parametre d'acceleration. En particulier, si nous considerons exclusivement la 
barre semi-infinie, alors nous decrivons I'espace-temps de Rindler. Pour une derivation plus 
recente de la structure de barre, nous renvoyons le lecteur vers [173] et [174] pour le cas 
neutre et le cas charge respectivement et vers [175] aussi. Par ailleurs, il est aussi possible 
d'ajouter une barre semi-infinie aux solutions de multi-trous noirs pour decrire un ensemble 
de trous noirs en acceleration [176]. 

Le probleme de Weyl peut egalement etre pose en theorie d'Einstein en dimension D > 
4, ce qui a permis de determiner de nouvelles solutions et notamment un anneau noir en 
dimension 5 dont la topologie de I'horizon des evenements est celle de S"^ x [177]. 



La structure de barres de la solution de BBMB 

Dans ce paragraphe, nous allons revenir au probleme de Weyl de la theorie (4.13) dans le 
vide. Nous proposons, dans ce qui suit, de determiner la structure de barres de la solution de 
BBMB, puis nous exhiberons des solutions de multi-trous noirs analogues a ceux du para- 
graphe precedent. Pour autant que nous le sachions, ces resultats non publics sont nouveaux. 
La solution de BBMB est donnee par la metrique 

ds' = -(1--)' df + + {de' + sin^ ed^') (4.83) 
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avec le champ scalaire 



Dans le cas p > 2m pour lequel 



m 



AnGp 



m 



(4. 



0, 



3 



le resultat 4.3 est valable et il est loisible 



d'effectuer les changements de coordonnees (t, p, 9, (p) — )■ (t, u, 6, (f) avec 

'p — 



M = In 



m 



puis (t,u,6,ip) — )• (t,r,z,ip) avec 



z = 2m cosh u cos 9 
r = 2m sinh u sin 6 



(4.85) 



(4.86) 
(4.87) 



dans le but de reecrire la metrique sous la forme (4.38). Par consequent, avec le choix possible 
(3 = r d'apres (4.39), nous avons la metrique 



ds^ = cosh^ [-e^^de + e2(^-) (dr^ + d^^) + ^2^- 



avec 



et 



e ^ 



v/r^+T^T^mp - (;z + 2m) 



.2x 



■\/r2 + (2; — 2m)2 — (2; — 2m) 
A/r2 + (z - 2m)2y/r2 + (z + 2m)2 + (z - 2m)(z + 2m) + 



(4.88) 



(4.89) 



(4.90) 



2v'r2 + (2 - 2m) + {z + 2mY 

Puisque les fonctions a; et 7 satisfont des equations de Laplace, nous pouvons de nouveau 
developper le formalisme precedent des barres, une associee au potentiel lo et I'autre a 7. Ces 
potentiels sont ici solutions de I'equation de Laplace avec une source placee sur I'axe r = 
entre z = —2m et z = 2m avec une densite newtonienne cr^ = 1/4 et = —y/S/A pour 
a; et 7 respectivement. Signalons que dans les coordonnees {t,p,6,(f), ces distributions sont 
localisees en p = 2m. 

Pour les autres valeurs de p, nous resumons nos resultats dans le tableau ci-dessous 4. 1 ou 
nous utilisons le meme changement de coordonnees entre (t, u, 6, (f) et (t, r, z, (f). Nous avons 
ainsi trois systemes de coordonnees pour decrire la solution. Concernant la fonction x, nous 
trouvons la meme expression que I'equation (4.90) pour chaque systeme de coordonnees et, 
comme pour le cas de la solution de Schwarzschild, limx(r, z) = 0. 





p ^ u 


facteur conforme 


0"w 




lieux des barres 


p > 2m 


M = In 






1 

4 


4 


p = 2m 


m < p < 2m 


\ m J 


sinh^ (^) 




1 

4 


4 


p = 2m 


< p < m 


\ m / 


sinh^ ( Jg) 




1 
4 


4 


p = 



Table 4.1 - Structure de barres de la solution de BBMB 
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De la meme maniere que precedemment, nous allons montrer comment construire une 
solution representant n trous noirs de BBMB avec des masses arbitraires (^i)i<j<„ ou n G N*. 
A I'aide de la structure de barres de la solution de BBMB, nous construisons chaque potentiel 
a; et 7 comme la somme de potentiels de Weyl generes par n barres, qui ne se chevauchent 
pas, placees sur I'axe r = 0. Puis, la fonction x sera alors simplement determinee par 

X,r = r (w^^ - + 7_^^ - 7J) et x,z = 2r {u^rUJ,^ + -f,r7,z) (4.91) 

d'apres le resultat 4.3. Comme precedemment, nous considerons n barres centrees en z = ai 
et de longueur 4mj pour i G |1, nj. II est ensuite judicieux d'introduire les distances suivantes 
avec les memes notations que le paragraphe precedent en changeant rrii en 2mj : 

= z-ai± 2mi et Rf = sj r"^ + {zff . (4.92) 
Ainsi, nous construisons les potentiels de Weyl sous la forme 



n n 

(jJ = 

i=l 2=1 



Y^OJ, et 7 = 5^7^ (4.93) 



avec 



u = ]ln(^^^) (4.94) 



et avec la condition 



4 \R- - z: 



VzG [l,n] ,^ = -00,. (4.95) 



Ainsi, les equations (4.91) deviennent 

X,r = r [{2u^rf - (2a;,.)'] et x,z = 2r (2u;,,) (2a;,,) . (4.96) 

Par consequent, 2a; se comporte comme le potentiel de Weyl A de la solution de Schwarzschild 
(4.75), d'ou 

X= E X^J + xP (4.97) 

l<j,j<n 



avec 



Enfin, nous ne repetons pas la discussion sur les singularites coniques qui est exactement la 
meme que celle du paragraphe precedent. 



Pour clore ce paragraphe, signalons qu'il existe une generalisation de la C-metrique char- 
gee en presence d'un champ scalaire conforme et d'une constante cosmologique [178, 179]. 
II est alors loisible de determiner la structure de barres de la solution de BBMB avec un 
parametre d'acceleration A a partir des resultats de [178]. Nous ne donnons pas les details 
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de cette derivation mais simplement le resultat. Les potentiels de Weyl de cette solution de 
BBMB avec un parametre d' acceleration sont 



+ {z + 2m) 2 - {z + 2m) 
- 2m)2 — {z — 2m) 





(4.99) 



/Vr^ + (. + 2,n)^-(. + 2^) 
4 y^r^ + (z- 2m)2 - {z - 2m) J 

La structure est done la meme que celle de la solution de BBMB avec en plus une barre 
semi-infinie de densite newtonienne 1/2 associee au potentiel de Weyl u. En particulier, nous 

restaurons la structure de barres de la solution de BBMB lorsque I'acceleration tend vers 0. 
Ce resultat n'est pas surprenant au regard de la structure de barre associee a la C-metrique 
en Relativite Generale que nous avons decrit dans le paragraphe precedent. 



4.2.4 Solutions statiques et a symetrie spherique 

Influence de la densite newtonienne dans la structure de barres 

Dans ce paragraphe, nous allons etudier I'influence de la densite newtonienne a partir de 
la structure de barres de la solution dc BBMB. C'cst-a-dire que nous allons considcrcr une 
densite newtonienne quelconque pour chaque barre sans modifier leur longueur. Dans le cas 
0^ < nous pouvons ecrire la metrique sous la forme 



ds^ = cosh^ (^^^ [-e'^^dt'' + e''^^-^^ (dr^ + dz^) + r^e'^^dcp''] (4.101) 
et nous choisissons les potentiels de Weyl suivants : 

. = ° In f v/.-^ + (. + 2m)^-(. + 2H\ 
i \ V' + - 2m)2 - (z - 2m) / 

, = - ^ In f V^^^^(i±M^ (4.103) 
4 \ + _ -{z- 2m) ) 

de densite newtonienne q;/4 et — \/3/3/4 respectivement. Nous restaurons alors la solution de 
BBMB avec le couple [a, (5) = (1, 1). Dans ce cas, nous rappelons que le champ scalaire est 

donne par = \J~^g ^^^^ (•^) ' I'sste simplement a determiner la fonction x 6t nous 

trouvons 

_ + 3/3^ / v/r2 + (^ - 2m)2^r2 + (^ + 2m)2 + (^ - 2m)(^ + 2m) + r^ A 
^~ 8 2yr2 + (z - 2m)2yr2 + (^ + 2m)2 / 

Pour cette fonction x, nous avons toujours limx(r, 2;) = ou z G M \ [—2m, 2m]. Pour les 
coordonnees de Weyl (t, r, 2;, (^), nous avons t e M, e [0, 27r[ et(r, z) e M2\^^ q,^ represente 
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la barre {(0, z) G M? / — 2m < z < 2m}. En s'inspirant des changements de coordonnees du 
paragraphe precedent, nous effectuons le changement suivant 



z = 2m cosh u cos 6 



et 



r = 2m sinh u sin 6 



(4.105) 



ou 6 E [0, vr] et M > 0. En fait, la valeur u = correspond a la barre Apres cela, nous 
effectuons un dernier changement de coordonnee 



M = In 



p — m 



m 



avec p > 2m . 



(4.106) 



Ainsi, nous trouvons la metrique suivante 



a + f) a-f) n 2 

2m\ 2 / 2m\ ^ 



p2 [p - 2my 
{p — m)^ 



cos^ 6 + 



0-a -a-p -\ 2 

2m\ 2 / 2m\ 2 



(p — m)^ + 
p{p — 2m) 



-I ^2+3/32 



dp2 



(p — m)' 



+ d5^ 



+ sin^ ed^'^ 



et le champ scalaire 



-1-1 



2m y 



471^ 



\ _ 2m ^ 



/3 



(4.107) 



En particulier, nous avons une famille de solutions statiques et a symetrie spherique pour la 
condition + 3/3^ = 4. Nous pouvons parametriser cette famille avec le parametre e en le 
definissant par a = 2 cose et 13 = ^ sine. Nous verrons dans le prochain paragraphe que la 
condition q;^ + 3/3^ = 4 n'est pas sufhsante pour avoir toutes les solutions statiques a symetrie 
spherique de la theorie (4.13) dans le vide. De cette fagon, nous obtenons la forme isotropique 
de la metrique pour cette famille 



ds' 



+ - 



2m 
P 



a + /3 a-l3 n 2 

^ 2m\ 2 / 2m\ 2 
P ) V P J 



dt' 



2m\ 2 



2 



p2 (p - 2m)^ 
(p — m)"* 



[dp2 + (p - m)^ {de^ + sin^ ^d(^^)] 



La solution de BBMB correspond a e = 7r/3 alors que celle de Schwarzschild est obtenue 
pour e = avec 2m comme parametre de masse. 



Dans le cas 



> nous pouvons effectuer exactement la meme construction en chan- 



geant le facteur conforme de la metrique par sinh^ V-^} 



4k coth (^) et en 
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effectuant le changement de coordonnee m = — In (^^) ou p G ]m, 2m[. Nous determinons 
ainsi la metrique suivante dans ce cas 



ds' = -- 



/2m ^ 
V P 



:» + /3 
2 



2m 



- 1 



a-/3 -I 2 
2 



dt2+. 



/2m ^ 
V P 



2 



2m 



- 1 



-a-/3-l 2 
2 



{p — 2m)' 
(p — m)^ 



cos^ 6* + 



(p — m)^ + 
p{p — 2m) 



sin^^ 



4 



dp2 



(p — m)' 



sin^ 6'd(/3^ 



et le champ scalaire 



■1 + ( ^ - 1 



47rG' ]^ _ / 2m _ ]^ 

p 



(4.108) 



Comme precedemment, la condition a;^ + 3/3^ = 4 engendre une famille de solutions statiques 
a symetrie spherique dont la metrique est sous la forme isotropique suivante 



/2m ^ 
V P 



n + /9 



2m 



a-0 
2 



dt' 



+ 



4 



/2m ^ 
V P 



-a+l3 



2m 
P 



- 1 



p2 (p - 2m)^ 
(p — m)^ 



[dp2 + (p - m)2 (d^2 + 31^2 ^^^2^j _ 



Un autre parametre a etudier est I'infiuence de la taille des barres; cependant, nous 
n'avons pas abouti a des resultats interessants. 



Solutions statiques et a symetrie spherique issues du probleme de Weyl 



En partant du resultat 4.3 valable pour 0^ < avec /3 = r, nous recherchons toutes les 



solutions statiques et a symetrie spherique. En particulier, nous souhaitons ecrire la metrique 
dans des coordonnees isotropiques {t,p,6,(f). II n'est alors pas difficile de montrer que le 
changement de coordonnees suivant 



ap — 



ap — 



sin^ 



cos 6 



(4.109) 



(4.110) 



permet de determiner toutes les solutions statiques et a symetrie spherique de Taction (4.13) 
avec la metrique 



ds^ = cosh 



7 



-e'^'dt' + 



(dp^ + pW + p^sin^My.^) 



(4.111) 
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ou et 7 dependent seulement de la coordonnee radiale p et (a, 6) ^ (0,0). Quant aux 
equations du mouvement, elles deviennent simplement 

[(ap^ - 6)7, J = (4.112) 

[(ap2-6)u;J_^ = (4.113) 

{ap'-hf{ul + ^l)=Aah. (4.114) 

II est done aise d'integrer ce systeme et de montrer que la metrique s'ecrit sous la forme 
suivante apres un changement de coordonnees 



m 



1 cos e 



^ ' d? 



(— \ —2 cose / 2 \ 



(4.115) 



et le champ scalaire est 



■1-5 



p—m 



71 ^''^^ 



^ = \ ir^ 2 (4.116) 



47rG'^ . 
1 + 5 



p+m 



ou m, e et 5 parametrisent cette famille de solutions. Pour le cas (f)"^ > ^J^, nous avons un 
resultat similaire. En fait, ces solutions de la theorie (4.13) ont deja ete decouvertes par C. 
Barcelo et M. Visser [180] a partir des solutions statiques et a symetrie spherique de la theorie 
d'Einstein en presence d'un champ scalaire libre [181-183] et en utilisant la transformation 
conforme entre ces deux theories. Neanmoins, nous pouvons decrire desormais la structure 
de barres de ces solutions. Cette famille est engendree par deux barres de meme longueur 4m 
avec une densite newtonienne et ^-y^ pour w et 7 respectivement. Quant au troisieme 

2_ 

parametre 5, il est donne par 6 = e oii 700 est une constante que nous pouvons toujours 

ajouter au potentiel de Weyl 7 en plus du terme logarithmique associe a la barre ; alors que 
pour le potentiel de Weyl u, il est toujours possible de prendre Uoo = par un changement 
de coordonnees. Nous retrouvons en particulier les solutions du paragraphe precedent pour 
5 = 0. 

4.2.5 Solutions stationnaires et a symetrie axiale 

La methode d'Ernst 

Dans les paragraphes precedents, nous avons restreint notre attention au probleme de 
Weyl. Desormais, nous allons considerer les solutions stationnaires a symetrie axiale de la 
theorie (4.13) dans le vide en supprimant I'hypothese W = dans la metrique (4.32). Nous 
trouvons ainsi un resultat similaire a celui de A. Papapetrou [184] en Relativite Generale : 

Resultat 4.5 (Papapetrou) Si 0^ < alors toute solution stationnaire et d symetrie 
axiale de I'action (4.13) dans le vide admet la metrique suivante 

ds^ = cosh^ (^^^ [-e^^ (dt + Ad^f + ie^^'^-'^Mudv + P^e-^'^dip^] (4.117) 
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avec les equations du mouvement 

(3,uv = (4.118) 
A,uv - l (a,u'^ + ) + 2A,uOJ,, + 2A,yU,u = (4.119) 



2 V /3 (3 



oo,uv + 2 + ) + = (4-120) 



X,uv + uj,uUJ,v + l,ul,v + -^A^uA^^ = (4.121) 
%u. + l(%u^ + l,.^)=0 (4.122) 



/3 ""/3 

2y - ^ = 2u;,^„ + 27r. - ^,A% {u ^ v) . 

(4.123) 

Toutes les fonctions qui interviennent dans ce resultat ne dependent que de -u et f avec 
toujours u = et V = Nous pouvons egalement etablir un resultat similaire pour 

0^ > ^J^. Comme precedemment, I'equation (4.121) se deduit des autres. Dans la suite, nous 
allons presenter la methode de F. Ernst [185] qui permet notamment de deriver avec elegance 
la solution de Kerr a partir de la solution de Schwarzschild en Relativite Generale. Cette 
methode se generalise aussi pour deriver la solution Kerr-Newman [186]. Nous avons explore 
cette direction dans le but de determiner une possible version en rotation de la solution de 
BBMB. Nous n'avons pas abouti a un tel resultat, neanmoins nous allons deriver une version 
NUT de la solution de BBMB. En suivant la methode de F. Ernst, nous introduisons un 
champ Q{r, z) verifiant 

A^r = /3e-^^n,^ et A,^ = -/3e-^'^fi,^ . (4.124) 
Puis, la fonction complexe S = e^'^ + iVL verifie alors I'equation differentielle suivante 

1. (Vf)' 



connue sous le nom 6.'' equation d'Ernst ou nous rappelons que V = Urd^ + Uzdz et A = 
V.V sont respectivement le gradient et le laplacien du plan euclidien M^. Les parties reelle 
et imaginaire de cette equation correspondent a I'equation (4.120) et a I'equation (4.119) 
respectivement. Apres cela, nous introduisons la fonction ^ par 

£ = 1^ . (4.126) 

L'equation d'Ernst (4.125) s'ecrit alors sous la forme 

{iC - 1) ^V. (/3Ve) = 2C (ve)' (4.127) 
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qui contient manifestement une invariance sous U(l), c'est-a-dire que si ^ est une solution 
alors Va G M, e*"^ en est une aussi. Desormais, nous adoptons le choix possible (3 = r d'apres 
(4.118) et nous introduisons les coordonnees (x, ?/) definies par 

r = (tVx2 -l^l-y"^ (4.128) 
z = axy (4.129) 

on X et y sont sans dimension et a est une constante qui a la dimension d'une longueur. Nous 
avons en particulier 

dr' + d.^ = aH.^ - (-^ + ^) . (4.130) 

Pour la solution de BBMB, nous trouvons cr = 2m et 



X + 1 J x± \fx-' 



avec 5 = 1/2. (4.131) 



En Relativite Generale, nous avons un resultat similaire pour le potentiel de Weyl A avec 
(5 = 1 pour la solution de Schwarzschild, ce qui correspond a ^ = x. Or, si C,{x,y) est 
une solution de (4.127) alors ^{y,x) en est une aussi. II est done loisible de regarder une 
combinaison lineaire de ces solutions et nous pouvons montrer que ^ = x cos X + iy sin A est 
une solution de (4.127) dans le cadre de la Relativite Generale. C'est ainsi que la solution 
de Kerr pent etre construite. Pour la solution de BBMB, ^ = x ± y/x"^ — 1, la question est 
alors la suivante : existe-t-il un choix judicieux de C, pour generer une version en rotation de 
la solution de BBMB ? Nous n'avons pas reussi a repondre a cette question. Connaissant ^, 
nous en deduisons S, e^'^ et fi, puis nous determinons la fonction A par 

A^^ = a(l - y'^)e-^''Vt^y et A^y = a{l - x^)e-'^'^n^^ . (4.132) 

Finalement, la fonction x Gst determinee par 

X,^ = ^Jly2^e^. [^(^' - 1)^- - - y'^^yy - - l)B.y] (4.133) 

X,y = ^^fSyly,. W - 1)^- - - y')Byy + 2x(l - y')B^y\ (4.134) 



ou 

= (e^-), (e-) _^. + + e^(--) (e^^) ^^ (e^-) _^. . (4.135) 

Concernant la fonction 7, il est par exemple possible de garder celle correspondant a la solu- 
tion de BBMB, ce que nous ferons avec la solution du paragraphe suivant. Le lecteur interesse 
par ces methodes pourra consulter [187] pour un traitement en dimensions supplementaires 
par exemple. 
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Une version NUT de la solution de BBMB 

En utilisant la methode d'Ernst presentee au paragraphe precedent, nous allons generer 
une version NUT de la solution de BBMB. Pour la solution de BBMB, nous avons vu que 
^ = X ± y/x"^ — 1. Or, d'apres I'invariance sous U(l) des solutions de (4.127), VA G M, 
^ = e*'^ (a; ± a/x^ — l) est une solution dont la fonction complexe associee est 

y/ x^ — 1 sin A / , X 

S = - - + i -. 4.136 

X + cos A X + cos A 

Les equations (4.132) permettent alors de determiner la fonction A sachant que A = lorsque 
A = : 

A = 2mysmX. (4.137) 

Puis, nous choisissons de garder le meme champ scalaire que celui de la solution de BBMB, 
nous avons ainsi 

- (^) ■ ("^«) 

Par consequent, les equations (4.133)-(4.134) deviennent x,x = (^a-i^xi^-ya) ' ~ x^-y^ 
fournissent la fonction x 

e'^ = ' (4-139) 

qui est la meme que celle de la solution de BBMB. Finalement, avec les changements de 
coordonnees x = coshw et y = cos 6, puis avec e" = ^ — 1, nous obtenons la metrique 
suivante 

ds^ = -f/(p)-^ (dt + 2m sin A cos Odipf + U{p)dp'^ + R{pf (d^^ + sin^ Od^'^) (4.140) 
avec les fonctions 

[/(p) = 1 + 2^ + — ^ et R{pf = m' \l + 2w{p) cos \ + w{pf] (4.141) 
w[p) w^pY '- 

ou w{p) = p/m — 1. Enfin, le changement de coordonnees p ^ r = p + m(cosA — 1) et 
I'introduction du parametre NUT, n = msinA, permet d'ecrire la metrique sous une forme 
plus transparente 

ds2 = _A L dt + 2ncosed^f 

_l_ fiz 

2 2 

+ , dr^ + (r2 + n") {dO^ + sin^ Od^'') (4.142) 



avec le champ scalaire suivant 

3 m 



AnG r — y/m'^ — 
II reste bien evidemment a analyser cette solution. 



(4.143) 



4-3 Conditions de jonction pour une hypersurface de genre-temps 
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Une version NUT de la solution de BBMB avec constante cosmologique 

Nous exposons brievement dans ce paragraphe une nouvelle solution que nous avons 
determinee recemment et qui demande a etre analysee dans les details. Elle constitue la ge- 
neralisation de la solution du paragraphe precedent en presence de la constante cosmologique 
A. Nous considerons done la theorie suivante 



S 



-g 



M 



La variation de cette action par rapport a la metrique donne I'equation d'Einstein 



Gab + J^gab = 8ttG 



d, 



'a<^^b<i 



-gabde(pd'(l) + - (gabD - VaVb + G 



ab) 



Oigab(, 



2" ^ ' 6 

et sa variation par rapport au champ scalaire fournit I'equation du mouvement 



(4.144) 



(4.145) 



6 



Rcj) + Aacf 



(4.146) 



qui est invariante sous une transformation conforme. En fixant la constante de couplage a a 
la valeur a = — IvrAG, la metrique 



■ (dt + 2ncosM(^)^ + 



J.2 _|_ ^2 



dr^ + (r^ + n^) {dO^ + sin^ Odip"^) (4.147) 



ou 



A 



f{r) = -^r^ 



+ (1 - 2n^A) + 2Vm^ - (^^^^^ " 1^ 



A 

r n'* + (m^ — 

3 



avec le champ scalaire 



1 - -n^A 



(4.148) 



m 



AnG 



r — y/m"^ — 



(4.149) 



est une solution de (4.144). Pour A = 0, nous restaurons la solution du paragraphe precedent 
(4.142)-(4.143) ; et pour le parametre NUT nul {n = 0), nous retrouvons la solution de C. 
Martinez, R. Troncoso and J. Zanelli [77] qui est a la generalisation de la solution de BBMB 
en presence d'une constante cosmologique positive. 



4.3 Conditions de jonction pour une hypersurface de gen- 
re-temps 

Nous allons dans cette section aborder un theme totalement different de la theorie (4.13). 
Nous proposons de deriver les conditions de jonction pour une hypersurface de genre-temps 
de la theorie (4.13). Ce theme est presente dans le but d'etudier I'effondrement gravitationnel 
d'une coquille de matiere avec la geometric et le champ scalaire de la solution de BBMB a 
I'exterieur de cette coquille. Nous n'avons pas abouti a un tel resultat, nous nous contenterons 
simplement de donner les conditions de jonction de ce probleme. 
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En electrostatique, les conditions de jonction, ou plus couramment appelees les relations 
de passage, sont bien connues. Soit E une surface conductrice de densite surfacique de charge 
a separant deux regions, notees (1) et (2). Les relations de passage expriment alors le fait 
que la composante tangentielle a S du champ electrique E est continue 



alors que pour la composante normale a S, il y a un saut du champ electrique a tr avers cette 
surface donne par 



Cette section a done pour but de donner I'analogue de ces relations pour la theorie (4.13). 
Nous restaurerons les conditions de jonction bien connues de la Relativite Generale en etei- 
gnant le champ scalaire 0. Avant d'aborder la derivation qui va suivre, le lecteur pourra 
revenir a la sous-section 1.2.5 dans laquelle nous avons presente les quantites intrinseques et 
extrinseques qui decrivent une hypersurface S plongee dans une variete M.. 

Nous avons vu dans la sous-section 4.1.2 que la theorie (4.13) pent etre ecrite dans la 
representation d'Einstein. Les conditions de jonction dans cette representation ont deja ete 
donnees dans [188] pour des theories tenseur-scalaire. Nous allons ici suivre la presentation 
pedagogique d'E. Poisson [14] basee sur [189] pour deduire les conditions de jonction de la 
theorie (4.13) dans la representation de Jordan. Nous considerons une hypersurface de genre- 
temps E qui separe I'espace-temps en deux regions V"*" et V~. Nous notons (/^^ la metrique 
dans exprimee dans un systeme de coordonnees et (j)^ le champ scalaire conforme de 
chaque region. En autorisant la presence d'une distribution de matiere, une fine couche en S, 
nous recherchons les conditions de jonction qui relient les "sauts" du champ gravitationnel 
et du champ scalaire dans la direction orthogonale a S au tenseur energie- impulsion de la 
couche. 

Pour cela, nous installons sur chaque cote de I'hypersurface un systeme de coordonnees 

et nous notons le vecteur unitaire normale a S de genre-espace pointant de V~ vers 
V"*". Puis, nous supposons qu'un systeme de coordonnees continues pent etre introduit 
des deux cotes de S dans un ouvert contenant S. Nous devons aussi introduire les vecteurs 

= 1^ tangents aux courbes x° = x°'{y°') contenues dans S. Ces vecteurs sont en particulier 
normaux a n", c'est-a-dire e'^Ua = 0. De cette maniere, la metrique induite sur S est donnee 
par hab = Qap^Z^l qui est un scalaire sous un changement de coordonnees d'espace-temps 

— )■ De plus, nous imaginons I'hypersurface S percee par une congruence de geodesiques 
qui intersectent S orthogonalement. Nous notons par / la distance propre le long de ces 
geosesiques entre un point de I'espace-temps et I'hypersurface E avec / < pour un point de 
V~ et Z > pour un point de V"*" par convention et nous supposons la distance / continue en 
S. Un deplacement infinitesimal hors de I'hypersurface le long d'une de ces geodesiques est 
alors decrit par dx" = n°d/, ainsi = puisque n^^n" = 1. Nous notons aussi par 6{l) 
la distribution de Dirac et par 0(/) celle de Heaviside definie par +1 si / > 0, si / < et 
elle est indeterminee si / = 0. Nous ajoutons enfin la notation [A] = A{V^)\j] — v4(V~)|e pour 
toute quantite tensorielle A. En particulier, nous avons [n°'] = = [e"]. 




(4.150) 




(4.151) 
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La strategic consiste a exprimer la metrique et le champ scalaire sous la forme 

9ap = m)9:^ + QH)9-^ (4.152) 

(f) = e{i)(f)+ + e{-i)(j)- (4.153) 

ou tous les tenseurs sont exp rimes dans les coordonnees x". Ainsi, la derniere egalite conduit 
a 

.9,0 = 0(/)9,0+ + 0(-/)a„0- + 5(0n„ [0] . (4.154) 

En fait, si nous calculous da4>di3(j), alors le dernier terme du membre de droite (4.154) va 
generer un terme proportionnel a Q{1)6{1) qui n'est pas une distribution. Pour cette raison, 
nous imposons la premiere condition de jonction suivante 

[(f)] =0, (4.155) 

qui exprime simplement la continuite du champ scalaire en S. De maniere similaire, si nous 
calculous les symboles de Christoffel F^^, alors le dernier terme du membre de droite de 

d^gap = Q{l)d^g^p + Q{-l)d^g-^ + 6{l)n^ [g^,^] (4.156) 

va generer aussi un terme proportionnel a <d{l)6{l) et nous devons alors imposer [ga/s] = 0, 
puisque [e^] = 0, ce qui conduit a la seconde condition de jonction 

M = (4.157) 



d'ou 



a /3 



comme il est courant en Relativite Generale. Nous soulignons que ces deux conditions sont 
exprimees independamment du systeme de coordonnees on x^. 

Apres cela, nous allons determiner la contribution distributionnelle des equations du mou- 
vement (4.14)-(4.16) en autorisant une distribution de matiere Sap en S, c'est-a-dire en de- 
composant le tenseur energie-impulsion de la matiere sous la forme 

^i? = mt;^^ + &i-i)Ti;^- + ms., . (4.158) 

Tout d'abord, la seconde condition de jonction implique que le tenseur de Riemann soit donne 
par 

= 0(O^W + ^H)R-p,s + m ( [r^,] n, - [r^J ns) . (4.159) 

Or, puisque la discontinuite de d^gap est necessairement orthogonale a I'hypersurface S, il 
existe un champ tensoriel Kap tel que [d^gap] = Kapn^- Apres un peu d'algebre, nous trouvons 
que la partie distributionnelle du tenseur d'Einstein est \8{l)Eap avec 

EaP = Kfj^pUaU^ + KaiJ.npn^ - KU^np - KaP - gap {K^yU^n" - k) (4.160) 

OU K = k". Nous precisons que Eap est tangent a S puisque Eapu"' = 0. Par consequent, 
nous avons la decomposition suivante E""^ = E^-^e^e^ ou Eat = E^pc'^e^ est un 3-tenseur 
symetrique. Puis, en introduisant la courbure extrinseque, que nous avons definie dans la 
sous-section 1.2.5, 

Kab = ^(anp)elel = - {£n9ap) e"ef , (4.161) 



136 



Chapitre 4 ■' Trous noirs en presence d'un champ scalaire conforme 



nous trouvons 

Eai, = 2[K]Kk-2[Ka,] (4.162) 

ou = K^. Par ailleurs, concernant la contribution distributionnelle provenant de I'equation 
d'Einstein (4.14)-(4.15), il y a seulement le terme (fifa/jD — V0V/3) 0^ qui fournit un terme 
distributionnel sous la forme 6{l)Fap avec Fa/s = {gap — natiis) Comme precedemment, 

le tenseur Fai3 est tangent a S, ainsi nous avons la decomposition suivante F"'^ = F"''e"ef 
ou Fab = ^ais^^^b 3-tenseur symetrique qui est egal a 

Fab = hab[£n(l>^] • (4.163) 

En collectant toutes les parties distributionnelles de I'equation (4.14)-(4.15), nous obtenons 
la troisieme condition de jonction 

(^1 - ^02^ {[K] hab - [Kab]) = ^ [£n<P'] kab + SnGSab (4.164) 

OU Sab represente le tenseur energie-impulsion de la fine couche de matiere donne par Sab = 
Sap^a^b puisque Safi est tangent a S. 

Finalement, nous determinons de la meme fagon la contribution distributionnelle de la 
seconde equation du mouvement (4.16), ce qui fournit la quatrieme condition de jonction 

\£^<P] = [K] . (4.165) 

Au passage, nous retrouvons bien les conditions de jonction bien connues en Relativite Ge- 
nerale 

[hab]=0 et [K]hab~[Kab]=87TGSab . (4.166) 



4.4 Trous noirs en presence de champs axioniques 

Nous allons dans cette section presenter des trous noirs statiques et charges en presence 
d'une constante cosmologique negative en dimension quatre, decrits dans [4]. Ces solutions 
possedent un cheveu scalaire secondaire et constituent la version plate des solutions de trous 
noirs de Martinez- Troncoso-Zanelli, qui sont, jusqu'a present, connues avec un horizon dont la 
geometric intrinseque est courbe. Notre version plate est rendue possible grace a la presence 
de deux charges axioniques egales et distribuees de fagon homogene pour vetir I'horizon plat. 
Ces solutions sont donnees dans la representation de Jordan et d'Einstein et leurs principales 
proprietes sont decrites. L 'aspect thermodynamique de ces solutions sera reporte a la section 
5.4. Nous exposerons essentiellement deux branches de solutions : le trou noir axionique de 
Reissner-Nordstrom-AdS chauve, c'est-a-dire sans champ scalaire, et le nouveau trou noir 
portant un cheveu scalaire secondaire. Motive par les recentes applications dans le domaine 
des supraconducteurs via 1' holographic, nous montrerons a la sous-section 5.4 qu'il existe 
une temperature critique pour laquelle le trou noir chauve subit une transition de phase du 
second ordre pour acquerir un cheveu scalaire decrit par notre nouvelle solution lorsque la 
temperature diminue. 
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4.4.1 Introduction 

Nous avons explique a la sous-section 1.4.2 que les theoremes d'unicite contraignent seve- 
rement la geometrie intrinseque de I'horizon d'un trou noir en dimension quatre. En revanche, 
nous avons vu, a la sous-section 1.4.3, qu'il existe, en dimension supplementaire, des trous 
noirs asymptotiquement plats en rotation avec une topologie non spherique pour I'horizon, 
comme les solutions d'anneaux noirs par exemple [91]. La presence d'une constante cosmolo- 
gique negative pour un espace-temps de dimension quatre permet de contourner les theoremes 
d'unicite en introduisant une echelle supplementaire, autorisant ainsi la construction de trous 
noirs statiques dont la courbure intrinseque de I'horizon est nulle ou negative. Ces solutions 
sont qualifiees de trous noirs topologiques [72-74] et sont facilement generalisees en dimension 
supplementaire [99]. 

Vetir un trou noir avec des champs de matiere est difficile d'apres la conjecture no-hair 
initialement enoncee par J. Wheeler. L'idee generale derriere cette conjecture est que I'effon- 
drement gravitationnel en un trou noir d'une distribution de matiere conduit necessairement 
a une solution stationnaire caracterisee par ses charges mesurees a I'infini, comme la masse 
et la charge electrique de la solution de Reissner-Nordstrom. Nous renvoyons le lecteur a la 
sous-section 1.4.2 pour plus de details sur ce sujet. Recemment, des trous noirs axioniques, 
que nous avons presentes au chapitre 2, asymptotiquement localement AdS ont ete decou- 
verts [3]. Ces trous noirs possedent un horizon des evenements plat et etendu ou toroidal et 
compact. Ces solutions sont bien chauves puisqu'il existe une charge definie a I'infini associee 
au champ axionique decrit par une 3-forme. 

Construire des trous noirs chevelus est un sujet interessant, non seulement pour tester 
ou contourner la conjecture no-hair, mais aussi pour fournir de possibles applications holo- 
graphiques. Une famille de trous noirs chevelus en dimension quatre, decouverte initialement 
par C. Martinez, R. Troncoso and J. Zanelli (MTZ), avec une constante cosmologique pent 
etre obtenue avec un champ scalaire couple minimalement [79,80] ou avec un champ scalaire 
conforme [77,81]. Les trous noirs MTZ n'ont pas une constante d'integration independante 
associee au champ scalaire, qui constitue ainsi un cheveu secondaire et qui modifie indi- 
rectement la geometrie par son couplage non trivial a la gravitation. En fait, comme nous 
avons pu le voir au debut de ce chapitre, cette solution a d'abord ete decouverte en I'ab- 
sence de la constante cosmologique (4.24)-(4.25) dans [66, 67] et sa particularite principale 
est que le champ scalaire diverge sur I'horizon. Precisons que la solution de BBMB ecrite 
dans la representation d'Einstein est singuliere puisque la transformation conforme pour pas- 
ser d'une representation a une autre est singuliere avant d'atteindre I'horizon. La constante 
cosmologique fournit une echelle supplementaire, qui permet de deplacer la singularite du 
champ scalaire a I'interieur du trou noir. Une constante cosmologique positive est possible 
en presence d'un horizon des evenements spherique [77] alors qu'une constante cosmologique 
negative exige un horizon hyperbolique [81]. Pour une discussion concernant la stabilite de 
ces solutions, nous renvoyons le lecteur vers [190, 191]. Contrairement au cas des trous noirs 
topologiques chauves, les solutions connues en presence d'un champ scalaire conforme avec 
un horizon plat sont singulieres. Ceci est un probleme puisque les recentes applications en 
AdS/CFT exigent d'utiliser des trous noirs avec un horizon plat, afin d'etudier des materiaux 
supraconducteurs. Les supraconducteurs a hautes temperatures ne peuvent etre decrits par 
la traditionnelle theorie BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) pour calculer leurs proprietes de 
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transport alors que leurs versions duales gravitationnelles fournissent une approche promet- 
teuse pour etudier ce probleme (voir par exemple les revues [192-194]). Dans ce chapitre, 
nous allons contourner ce probleme en exposant des trous noirs avec des horizons plats en 
ajoutant des champs axioniques a la theorie (4.13). Nous montrerons qu'en chargeant ces 
trous noirs de fagon homogene, des solutions regulieres peuvent etre construites. En effet, 
I'addition de deux champs axioniques distribues de maniere homogene dans les directions 
de I'horizon engendre un terme de courbure effectif dans le potentiel du trou noir rendant 
I'espace-temps regulier [3]. Les solutions que nous presentons ici possedent un horizon plat, 
un cheveu scalaire secondaire et partagent des proprietes quasiment identiques a celles des 
trous noirs avec horizons hyperboliques etudies dans [81, 195, 196]. 

Ces solutions axioniques de trous noirs charges en presence d'un champ scalaire consti- 
tuent une phase supplementaire par rapport aux trous noirs axioniques de Reissner-Nordstrom- 
AdS avec horizons plats. Une question naturelle, qui a une application dans le domaine des 
supraconducteurs holographiques, emerge : etant donne un ensemble de conditions de bord, 
lequel de ces deux trous noirs domine thermodynamiquement ? Comme nous allons le voir, la 
situation est en fait similaire a celle des trous noirs hyperboliques [81,195,196], mais il y a ici 
un interet supplementaire pour des applications holographiques [192-194, 197, 198] puisque 
la geometric intrinseque de I'horizon est plate. 

Dans la prochaine sous-section, nous donnerons la theorie que nous considerons et les 
equations du mouvement qui en resultent. Puis, a la sous-section 4.4.3, nous donnerons les 
nouveaux trous noirs axioniques avec un horizon plat en presence d'un cheveu scalaire se- 
condaire. Leurs charges et leurs proprietes thermodynamiques seront deduites en utilisant le 
formalisme hamiltonien dans le chapitre 5, consacre a I'aspect thermodynamique des theories 
gravitationnelles, a la sous-section 5.4.1 et I'analyse des transitions de phase aura lieu a la 
sous-section 5.4.2. 



4.4.2 Presentation de la theorie 

Nous considerons Faction suivante 
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d^x 



i=i 



(4.167) 



Comme nous avons pu le voir au debut de ce chapitre, en I'absence des champs axioniques, 
le couplage non trivial entre la gravitation et le champ scalaire via le terme permet 
d'avoir une equation pour le champ scalaire invariante conforme et a donne la solution de 
BBMB [66,68]. Par ailleurs, le facteur devant le scalaire de Ricci permet de definir une 
constante de gravitation effective 
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L'ajout de la constante cosmologique et du terme en 0'*, qui preserve toujours I'invariance 
conforme du champ scalaire, a notamment donne la solution de MTZ [77] (en I'absence des 
3-formes) . Ce qui est nouveau ici est la presence des champs axioniques representes par deux 
champs de 3-formes H*^*^ = ^Hj^^^dx"' A da;'' A dx'^ {i = 1, 2) issues de deux potentiels de Kalb- 
Ramond S'-*-' tel que "H*^*-* = d}3^^\ Notons qu'ils sont egalement couples non minimalement 
en mettant en jeu le champ scalaire 0. Quant a la 2-forme J-" = ^Fabdx"" A dx^ = dA, elle 
correspond a la 2-forme usuelle de Faraday avec son potentiel A. Rappelons que le terme 
mettant en jeu J-" est invariant conforme en dimension 4. 



II est peut-etre plus judicieux d'ecrire Faction avec un couplage minimal pour le champ 
scalaire. En effectuant la transformation conforme suivante (jab = (1 - ^02) 

Qab et la rede- 
finition du champ scalaire \l/ = -i/j^ Arctanh ( w^^0), Faction (4.167) devient 
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d^x (4.169) 



ou le potentiel est donne par 
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(4.170) 



Notons que si le facteur conforme, qui apparait dans la constante de gravitation effective 
(4.168), n'est pas strictement positif alors les deux representations ne sont pas equivalentes. 
Nous reviendrons sur cette remarque en etudiant les solutions de Faction (4.167). 

Donnons desormais les equations du mouvement dans la premiere representation. La 
variation de (4.167) par rapport a la metrique fournit Fequation d'Einstein 
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Puis, les variations de (4.167) par rapport a 0, ^ et i?*^*^ donnent 
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(4.173) 
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respectivement. Une importante propriete qui decoule du couplage conforme est la suivante : 
en determinant le scalaire de Ricci par la trace de I'equation d'Einstein et en le remplagant 
dans I'equation du mouvement du champ scalaire (4.172), nous trouvons 

□0=^A0 + 4a03. (4.174) 

C'est aussi I'equation du mouvement qui emane de la theorie (4.167) en I'absence des champs 
axioniques. Par consequent, nous pouvons essayer de trouver une solution en relation avec 
une solution chevelue de la theorie non-axionique. 

4.4.3 Trous noirs axioniques chevelus 

Pour une constante cosmologique negative A = —3//^, la theorie (4.167) admet la solution 

ds^ = -V(r)dt^ + ^+r^ (dx^ + dy^) avec V(r) = - p^ ( 1 + ^) . U.175) 
V{r) ^ \ r J 

Notons que le potentiel V{r) du trou noir est celui associe au trou noir hyperbolique de [81] 
meme si les sections definies par t et r constants sont plates. Le point crucial ici est que les 
3-formes generent un terme de courbure effectif dans le potentiel V{r) [3] permettant ainsi 
d'obtenir une solution reguliere comme nous allons le voir. Nous avons en fait besoin de deux 
champs axioniques pour preserver I'homogeneite de I'horizon bidimensionnel [3]. Si I'horizon 
est compact alors la charge axionique, reliee au parametre p comme nous le verrons a la 
sous-section 5.4.1, ne pent etre normalisee a 1 et nous gardons ainsi cette constante tout au 
long de notre analyse. Concernant le secteur de la matiere, le cocktail de champs est donne 



par ^ 



7= -^dt^dr , = ( 1 - ] dtAdrAdx' . 



(4.176) 

En particulier, le champ scalaire est reel a condition que la constante de couplage a soit 
positive. De plus, les diverses constantes doivent satisfaire la relation ^ 

'^-^Vg(I^-i) (4,177) 

qui reduit le nombre de constantes d'integration independantes a deux. Par consequent, cette 
contrainte exige I'inegalite 

2nG 

ou la borne superieure est atteinte pour le cas neutre q = 0. Par ailleurs, puisque qu'il n'y a 
pas de constante d'integration independante associee au champ scalaire 0, la solution possede 

1. L'action (4.167) est invariante sous la symetrie (j> i— > ~(p. Nous choisirons done un seul signe pour le 
champ (j). 

2. A I'aide de la dualite electromagnetique, nous pouvons generaliser la solution pour inclure un parametre 
representant une charge magnetique g. Nous obtenons alors la contrainte + = p^fPG (|^ — l) a la 
place de (4.177) avec la 2-forme de Faraday donnee par T = —pj 'it A dr + g dx A dy. 



0<a<—^ (4.178) 
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alors un cheveu scalaire secondaire. La solution decrit ainsi un trou noir asymptotiquement 
localement AdS avec un horizon plat et un cheveu secondaire. II est interessant de noter que, 
pour p = 0, nous restaurons une des solutions de [81] avec un horizon plat. Par consequent, 
le trou noir que nous presentons ici est la generalisation de cette solution. 

L'analyse des horizons et de la structure causale est identique a celle donnee dans [81]. 
Nous repetons done simplement les principaux points et nous renvoyons le lecteur a cette 
reference pour plus de details et notamment pour les diagrammes de Penrose. La metrique a 
une singularite de courbure en r = puisque la courbure scalaire y diverge en particulier. Par 
ailleurs, le champ scalaire diverge en r = —Gfi si /i est negatif. Si le parametre fi est positif 

alors le trou noir possede un unique horizon des evenements en r_|_ = ^ ^1 + ^1 + ; 
alors que si > Gfi > — il y a dans ce cas trois horizons en r± = ^ ^1 ± y^l + 

et en r = ^— 1 + ^1 — ^^j- Dans ce dernier cas, r correspond aussi a un horizon 

des evenements et nous avons alors "un trou noir a I'interieur d'un trou noir" [81]. Enfin, la 
divergence du champ scalaire se trouve dans la region comprise entre r et r_ et il existe 

2 

< r < -Gfi <r < Text < r+ . (4.179) 



un trou noir extremal pour Text = Nous avons done la situation suivante 



Quand Gfi < — nous avons un seul horizon des evenements localise en r = r mais le 

champ scalaire explose avant d'atteindre I'horizon ; cependant des particules-tests qui ne sont 
pas couplees a ce champ ne sont pas influencees par cette divergence. 

II existe aussi un point pour lequel la constante de gravitation effective diverge. II est 

donne par = Gji ^—1 + \J |^ j pour /i > et tat = —Gjj, ^1 + \J |^ j pour /i < 0. Ce 
point correspond a une singularite de courbure pour la solution ecrite dans la representation 
d'Einstein puisque le facteur conforme de la metrique est nul en ce point. En fait, nous avons 
Tat < r+ si et seulement si 



< ^ < ■ (4-180) 
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Par consequent, seules les solutions qui verifient ces deux inegalites sont des trous noirs dans 
la representation d'Einstein (4.169). Dans ce cas, la metrique de la solution est 



ds^ = 1 



2^G G^fi^ 
3^(r + G/i)2 
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(4.181) 



avec la meme fonction V{r) que I'equation (4.175). Nous verrons a la sous-section 5.4.1 que 
ce point r = Tn correspond a un changement de signe de I'entropie des trous noirs [81] pour 
les solutions ecrites dans la representation (4.167). 



Ces trous noirs chevelus possedent deux limites interessantes. Considerons, tout d'abord, 
les limites a — )■ et /i — )■ en gardant le rapport /x^/a constant. La contrainte (4.177) fixe 
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alors cette constante a la valeur SPq"^/ (27rG^p^) et la solution atteint la configuration suivante 
^=-4dtAdr, 6=xr^^ , = ^ r 1 - —A dt A dr A dx^ 



' \ Att pr ' a/SvtG V 3 

(4.183) 

Cette solution avec a = decrit un trou noir asymptotiquement localement AdS avec un 
horizon des evenements plat en r+ = \p\l. Le champ scalaire est singulier a I'origine (r = 0) 
et la constante de gravitation effective diverge en = \/G \q/p\- Pour une charge electrique 
faible, a/G |g| < p'^l, ce point est a I'interieur de I'horizon. En prenant une autre limite pour 
laquelle les champs axioniques et de Maxwell s'annulent, p — > et g — )■ en gardant q/p 
constant, la metrique (4.182) se reduit a la metrique de I'espace AdS dans les coordonnees 
de Poincare avec un champ scalaire non trivial singulier en r = dont le tenseur energie- 
impulsion est nul. Cette solution a deja ete obtenue et discutee dans [81]. 

La seconde limite que nous pouvons prendre est p — )■ en gardant jl = pfi constant. La 
valeur de fl est donnee par la contrainte (4.177). La configuration des champs qui en resulte 
est done 

d.^ = - + ^) dt^ + + ^) " dr^ + (dx^ + d,^) (4.184) 

J^ = -^dtAdr, 0=—^, ?/« = 0. (4.185) 

Le champ scalaire constant entraine une constante de gravitation effective GeS negative 
puisque a < 27tG/3P. Ainsi, la metrique decrit un trou noir avec un horizon localise a la 
coordonnee r+ = {—Gcsq'^l'^Y^^ > avec une singularite de courbure en r = 0. C'est un trou 
noir dont le potentiel est similaire a la solution de Reissner-Nordstrom-AdS sans masse avec 
un cheveu secondaire sous forme d'un champ scalaire constant (p. La singularite en r = est 
entouree par un horizon des evenements au lieu d'etre nue car la constante de gravitation 
effective est negative ici. En revanche, a cause de cela, ce trou noir n'engendre pas une nouvelle 
solution dans la representation d'Einstein'^ (4.169). 

Finalement, il y a d'autres solutions de la theorie (4.167) avec les memes comportements 
asymptotiques que nous devons prendre en compte pour I'analyse thermodynamique. En effet, 
il existe un phenomene de transition de phase entre le trou noir hyperbolique chevelu de [81] 
et le trou noir de Reissner- Nordstrom- AdS hyperbolique, comme cela est detaille dans [196]. 
Par consequent, il est legitime de comparer notre nouvelle solution avec le trou noir axionique 
de Reissner-Nordstrom-AdS trouve dans [3] et discute a la sous-section 2.3.6 . Cette derniere 
solution de (4.167) est donnee par 

= -V{r) dt' + ^ + {dx' + dy') , V{r) = '^-p^-^ + ^ (4.186) 
V [rj P r 



3. C'est cependant possible d'aller dans la representation d'Einstein en redefinissant le champ scalaire par 
^ = ^ jIq Arctanh ^ j . Cela changera le potentiel V^(^) mais engendrera surtout le mauvais signe 

devant le terme cinetique associe a la 2-forme de Faraday 
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, 



T = --^rdt Adr 



P 



dt A dr A dx' 



(4.187) 



Plus generalement, toutes solutions de la theorie d'Einstein-Maxwell avec une constante de 
gravitation G et deux champs de 3-formes H^''\ qui ont ete etudiees dans [3], 
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d^x 



(4.188) 



sont solutions de la theorie (4.167). 

Une classe de solutions plus generale pent etre determinee en exigeant un champ scalaire 
(p constant. L'equation (4.174) fixe cette constante a etre 



(4.189) 



Puis, les equations du mouvement pour les champs restants se reduisent a celles de la theorie 
suivante 
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(4.190) 

et ainsi, toute solution de (4.188) conduit a une nouvelle solution avec un champ scalaire 
constant (4.189), avec le remplacement G i— > Gpff en redefinissant les 3-formes. A I'aide de 
cette methode, le trou noir axionique de Reissner-Nordstrom-AdS conduit a la solution 



ds^ = -V{r) dt2 + + r2 (dx^ + di/2) , 
V[r) 



V{r) 



r 



V 



1 



■r , , = — ^ dt A dr , , . . 

Quand p = fi = 0, cette solution se reduit a la solution (4.184), connectant ainsi cette famille 
de solutions a celle constitute de trous noirs chevelus (4.175). Enfin, precisons que cette 
solution (4.191)-(4.192) possede une constante de gravitation effective negative comme la 
solution (4.184). 

Dans cette section, nous avons presente des trous noirs en presence d'un cheveu scalaire 
secondaire qui sont asymptotiquement localement AdS et possedent des charges axioniques et 
electrique. La caracteristique principale de ces solutions est de representer la version plate des 
solutions hyperboliques de MTZ [77]. La geometric intrinseque plate de I'horizon est realisee 
ici grace aux deux champs axioniques. Au chapitre suivant, nous determinerons les charges 
et les caracteristiques thermodynamiques de ces nouvelles solutions a la sous-section 5.4.1. 
Puis, nous etudierons la transition de phase entre ces solutions et la version axionique de la 
solution de Reissner-Nordstrom-AdS a la sous-section 5.4.2. 



p 



dt A dr A dx' 



(4.192) 
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Chapitre 




Thermodynamique des theories 
gravitationneUes 

Ce chapitre a pour objectif de decrire I'aspect thermodynamique des trous noirs vetus 
de p-formes presentees au chapitre 2 et d'exposer I'existence de transition de phases pour 
les nouvelles solutions du chapitre precedent en presence d'un champ scalaire conforme et 
de deux champs axioniques. Ces deux analyses se retrouvent dans les references [3] et [4] 
respectivement. 
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5.1 Trous noirs et thermodynamique 

5.1.1 Les lois de la mecanique des trous noirs 

Nous avons presente au premier chapitre, a la sous-section 1.4.2, des theoremes d'unicite : 
partant d'un effondrement gravitationnel correspondant a un grand nombre de degres de 
liberte, un etat final de type trou noir est seulement decrit par un faible nombre de para- 
metres correspondant a des charges mesurees a I'infini en accord avec ces theoremes d'unicite. 
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Cette perte d' information signale un probleme majeur dans la physique des trous noirs. Une 
resolution a ete d'associer une entropie a ces objets. C'est cet aspect thermodynamique que 
nous allons decrire dans la suite a travers les lois de la mecanique des trous noirs. Pour une 
presentation plus complete et precise, nous renvoyons le lecteur vers [199] par exemple. 

Au debut des annees 70, J. Bekenstein proposa [200] que la non decroissance de I'aire 
d'un trou noir, demontree par S. Hawking [201], est analogue au second principe de la ther- 
modynamique, qui dit que, pour tout processus physique, I'entropie d'un systeme ne pent 
pas diminuer. II proposa alors qu'il existe un concept d'entropie pour un trou noir encode par 
I'aire de I'horizon de ce dernier. J. Bekenstein obtint notamment une formule analogue au 
premier principe de la thermodynamique pour le trou noir de Kerr [200]. Puis, ces resultats 
furent eriges sous forme de lois par J. Bardeen, B. Carter et S. Hawking pour toute solution 
stationnaire et a symetrie axiale des equations d'Einstein contenant un trou noir en presence 
de matiere [202]. Nous allons donner ces lois dans la suite. 

La loi zero 

Considerons un horizon de Killing % avec un champ de vecteur de Killing normal a 
%. Puisque que V"(.^''^b) est aussi normal a I'horizon, ce vecteur doit etre proportionnel a 
^"^ en chaque point de l-i. Par consequent, il existe une fonction n definie sur % et supposee 
positive qui verifie 

V"(e'6) = -2«:r . (5.1) 

Cette quantite k est appelee la gravite de surface. La loi zero affirme que la gravite de surface 
est constante. L'analogue thermodynamique de cette loi est que la temperature d'un corps 
en equilibre thermique est constante. J. Bardeen, B. Carter et S. Hawking ont demontre 
cette loi pour toute solution des equations d'Einstein dont la matiere verifie la condition 
d'energie dominante [202]. A partir de (5.1), il n'est pas difficile d'obtenir une formule donnant 
directement la gravite de surface 

«:' = -^(V'^0(V.e.) . (5.2) 
Par exemple, pour une metrique statique de la forme 

ds^ = -V{r)dt' + r'cr,,iy')dy^dy^ , (5.3) 

nous trouvons que la gravite de surface est simplement donnee par k, = ^^'"^^ ou designe 
la coordonnee radiale de I'horizon de Killing. 

II est relativement simple de demontrer que n est une constante dans le cas d'un trou noir 
presentant une sphere de bifurcation, qui est une surface bidimensionnelle de genre-espace sur 
laquelle le vecteur de Killing ^ s'annule. Par exemple, pour la solution de Schwarzschild, le 
vecteur de Killing de genre-temps est ^ = —^^du + -^dy dans les coordonnees de Kruskal- 
Szekeres (f/, V) (1.123) ; il est ainsi nul sur la sphere de bifurcation donnee par (f/, V) = (0, 0). 
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De maniere generale, pour tout horizon de Killing presentant une sphere de bifurcation, les 
equations (5.2) et (1.63) donnent la relation 

2KdaK = (V'r) Rhcadi" • (5.4) 

Le caractere constant de k se deduit alors en projetant cette relation sur les vecteurs tangents 
a I'horizon et en utilisant la sphere de bifurcation [14]. 

La premiere loi 

La premiere loi de la mecanique des trous noirs fournit la variation infinitesimale 5M de 
la masse entre deux solutions stationnaires et a symetrie axiale dont les vecteurs de Killing 
qui generent ces symetries sont notes dt et d^. Nous definirons la masse M d'une solution au 
moment d'aborder le formalisme hamiltonien a la section 5.3. Dans le cadre de la Relativite 
Generale en presence de I'interaction electromagnetique, la premiere loi est donnee par 

5M = ^6 A + n6J + ^6Q (5.5) 

ou A represente I'aire de I'horizon, Q est appelee la vitesse angulaire du trou noir, J represente 
le moment angulaire du trou noir, Q est la charge electrique du trou noir et $ son potentiel 
electrique associe. La constante fl apparait dans le vecteur de Killing normal a I'horizon 
^ = dt + Qd^. Pour deriver cette loi, J. Bardeen, B. Carter et S. Hawking ont d'abord etabli 
des formules generales pour la masse et le moment angulaire d'une solution stationnaire a 
symetrie axiale en presence de matiere. Puis, ils ont differencie leurs resultats en presence 
d'un fiuide parfait pour obtenir cette premiere loi. 

Pour le cas particulier de la famille de solutions de Reissner- Nordstrom (1.127) parame- 
trisee par [M,Q), il est rapide de deriver cette loi. L'horizon du trou noir est localise a la 
coordonnee de type Schwarzschild r = r+ = M + a/ — Q'^. La gravite de surface et I'aire 
de I'horizon valent k = ^'^^^^ et A = ATcr"^ respectivement. En considerant, I'aire comme une 

fonction des variables M et Q, sa differentiation redonne alors (5.5) ou le potentiel electrique 
vaut $ = Q/r+. 

Quand nous aborderons le formalisme hamiltonien a la section 5.3, nous presenterons une 
derivation plus generale de la premiere loi en suivant [203,204]. Cette loi suggere de nouveau 
une analogic avec le premier principe de la thermodynamique 6E = T6S — P6V + • • • avec 
des notations evidentes. 

La seconde loi 

Cette seconde loi correspond au theoreme de I'aire [201] qui est le pendant du second prin- 
cipe de la thermodynamique. Ce theoreme dit que I'aire A de I'horizon des evenements d'un 
trou noir ne pent jamais decroitre dans le temps pour une solution des equations d'Einstein 
en presence de matiere verifiant la condition d'energie de genre-lumiere. 

Une consequence de ce resultat est que si deux trous noirs coalescent alors I'aire de 
I'horizon final est superieure a la somme des aires des horizons initiaux. 
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5.1.2 Est-ce une simple analogie ? 

Nous venons de presenter une analogie entre les lois de la mecanique des trous noirs 
et les principes de la thermodynamique. Si nous remplagons formellement dans le premier 
principe de la thermodynamique E par M, T par an et S par ou a est une constante, 
alors nous retrouvons la premiere loi de la mecanique des trous noirs. II est remarquable 
que E ei M representent la meme quantite physique, ce qui sera encore plus lumineux en 
utilisant le formalisme hamiltonien a la section 5.3. Neanmoins, alors qu'un trou noir a une 
temperature nuUe dans le cadre de la Relativite Generale puisque qu'il se comporte comme 
un absorbeur parfait, S. Hawking expliqua en 1975 que, par des effets quantiques de creations 
de particules [205], un trou noir rayonne comme un corps noir a une temperature 

T = — , (5.6) 

ce phenomene est appele la radiation d'Hawking. Ce qui permet ainsi de fixer la constante a 
introduite precedemment et d'associer une entropie S au trou noir : 

S = j. (5.7) 
Pour un trou noir de Schwarzschild de 10 masses solaires, la temperature est de I'ordre de 

La derniere etape pour montrer que la premiere loi de la mecanique des trous noirs n'est 
pas seulement une simple analogie, mais une identite, est de montrer qu'il existe une theorie 
dans laquelle il est possible d'interpreter I'entropie d'un trou noir et d'y associer la valeur 
A/4 en comptant le nombre de micro-etats associes au trou noir. II existe des progres recents 
a ce probleme a la fois en theorie des cordes pour des trous noirs extremaux ou presque 
extremaux [206] et en gravite quantique a boucles dans laquelle des geometries quantiques 
jouent le role de micro-etats [207,208]. Nous ne donnerons bien evidemment pas plus de 
details sur ces tentatives, qui vont bien au-dela de cette these. 

Pour clore cette section, indiquons que la seconde loi presente un defaut. Considerons de 
la matiere qui tombe dans le trou noir. Durant ce phenomene, I'entropie initiale de la matiere 
est perdue et il n'y a aucune compensation d'un point de vue classique. L'entropie de I'univers 
contenant un trou noir decroit done dans le temps, ce qui est contraire au seconde principe 
de la thermodynamique. 

Cependant, si nous tenons compte des phenomenes quantiques mis en jeu durant I'evapo- 
ration d'un trou noir, il y a alors de I'entropie qui est creee hors du trou noir bien que I'aire 
de I'horizon diminue (ce qui ne contredit pas le theoreme de I'aire etant donne que le ten- 
seur energie-impulsion associe a la radiation d'Hawking ne verifie pas la condition d'energie 
de genre- lumiere). Par ailleurs, en jetant de la matiere dans le trou noir, I'aire de I'horizon 
augmente d'apres la premiere loi, meme si I'entropie de la region exterieure au trou noir 
diminue. Ces considerations nous amenent par consequent a reformuler la seconde loi de la 
fagon suivante [200,209]. U entropie dite generalisee S' = S + A/4 ne decroit jamais dans le 
temps, pour tout processus physique, 

6S'>0 . (5.8) 
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Dans la suite, nous allons determiner la masse et les charges d'une solution de trou noir par 
une methode langrangienne. Puis, nous deriverons de nouveau ces resultats par une methode 
hamiltonienne. Nous appliquerons notamment ces methodes aux solutions que nous avons 
rencontrees dans les chapitres precedents. 



5.2 L'approche thermodynamique par I'integrale de che- 
min 

5.2.1 En Relativite Generale 

Nous allons presenter dans cette sous-section une approche de la thermodynamique des 
trous noirs en utilisant I'integrale de chemin euclidienne appliquee a la Relativite Generale. 
Dans cette approche, la fonction de partition canonique du champ gravitationnel est definie 
comme I'integrale de chemin euclidienne suivante [36] 

Z{P) = I V[g]V[i;]e-'^^'^^ , (5.9) 

ou I[g,ip] designe Taction euclidienne de la theorie etudiee et ip correspond a d'eventuels 
champs de matiere. Cette somme a lieu sur I'ensemble des geometries g riemaniennes veri- 
fiant certaines conditions aux bords qui definissent precisement I'ensemble thermodynamique 
comme nous verrons dans la suite. Par consequent. Paction I[g,ip] choisie doit etre celle qui 
genere les equations du mouvement en tenant compte de ces conditions aux bords dans le 
principe variationnel. De plus, le temps euclidien utilise possede une periode identifiee a 
I'inverse de la temperature /3. 

II est remarquable que cette identification possede une interpretation geometrique qui 
consiste a supprimer la singularite conique, d'une metrique euclidienne de trou noir, situee 
a I'horizon de Killing. En effet, considerons par exemple une classe de metriques statiques a 
symetrie spherique possedant un horizon de Killing donnee par la metrique 

dr^ 

g = V(r)dT'^ + —— + r^d9^ + sm^9d(p'^) , (5.10) 
V{rj ^ ' 

apres avoir effectue une rotation de Wick r = —it. Le vecteur de Killing de genre-temps dt 
devient ainsi un vecteur de Killing de genre-espace d^-. L'horizon de Killing est localise a la 
coordonnee radiale verifiant Vijh) = et nous considerons r > pour assurer le caractere 
euclidien de cette solution. L'idee consiste a observer la metrique au voisinage de I'horizon ; 
nous effectuons pour cela le changement de coordonnee 

r df 

r e(r) = / ^ . (5.11) 



Ainsi, un developpement limite donne 



V{r) = -{V'{r,)r + 0{e') (5.12) 
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et la metrique se met alors sous la forme suivante au voisinage de I'horizon 

^7 = de^ + ^ {V'{r^,)f dr^ + r^dfi^ . (5.13) 

Afin d'avoir une geometrie plate sans singularite conique, la periode /3 de la coordonnee r 
est done fixee a la valeur 

Par ailleurs, le calcul de I'inverse de la temperature (5 = 2tt / n (5.6) redonne bien le meme 
resultat. Precisons egalement que le developpement limite precedent est valable a condition 
que V'{rh) ^ puisque la distance radiale propre e diverge lorsque r tend vers si V'{rh) = 0, 
ce qui est le cas pour un trou noir extremal. L'image du cigare infini pour representer un 
trou noir euclidien n'est done pas valable pour un trou noir extremal. 

Revenons a revaluation de la fonction de partition canonique. La contribution dominante 
dans I'integrale de chemin provient des solutions des equations du mouvement. Nous allons 
done approximer sa valeur par la somme des contributions classiques 

Z(/3) = ^e-4^<'^'^<1 (5.15) 

i 

ou le couple {g^^\^^^^) designe une solution des equations du mouvement. Cette procedure 
est qualifiee approximation semi-classique. L'energie libre F associee a une solution, definie 
par Z = e~^^ , est done donnee par 

F = I/I3 (5.16) 

ou / designe Paction euclidienne evaluee sur la solution etudiee. Puis, en considerant la 
fonction de partition comme Z = Yletats e~^^^ avec p^ = la probabilite pour le systeme 

d'etre dans I'etat n, il est loisible de determiner l'energie d'une solution de la maniere suivante 

^ ^ dlxiZ dl , 

n 

Cette energie definit ainsi la masse de la solution. Puis, I'entropie est obtenue par 

dl 

n 

Ces resultats sont equivalents a supposer la validite de la premiere loi de la thermodynamique 
dE = TdS avec F = E — TS ou nous avons identifie l'energie ii^ a la masse de la solution. 
Ce point de vue semble etre plus judicieux puisque nous ne sommes pas en mesure de definir 
I'etat n du systeme en I'absence d'une theorie quantique de la gravitation. 

Presentons explicitement cette methode dans le vide dans le cadre de la Relativite Gene- 
rale pour la solution de Schwarzschild en dimension 4 [36]. Tout d'abord. Paction euclidienne 
de la Relativite Generale est donnee par 

([ R^d'^x + 2 [ Ky/hd^x] . (5.19) 

\Jm JdM J 



IGtt 
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Nous avons inclus ici le terme de Gibbons-Hawking- York (1.87) puisque nous faisons le choix 
de sommer, dans I'integrale de chemin, sur les solutions dont la metrique induite est fixe sur 
le bord dM. Le signe moins dans (5.19) provient de la rotation de Wick : un facteur i est issu 
de la mesure d'integration et un autre est du au determinant de la metrique qui est desormais 
positif. La frontiere dM correspond ici a une section du cigare semi-infini, parametrisee par 
r = R, qui sera par la suite envoyee a I'infini [R — )■ oo). Cette frontiere correspond h e = 1 
dans les notations de I'equation (1.87). Nous reviendrons dans la suite sur le facteur IGvr dans 
(5.19). La metrique euclidienne de la solution de Schwarzschild, obtenue apres la rotation de 
Wick r = —it, est donnee par 

g = V(r)dT^ + ^ + (dd^ + sin^ ^d^') (5.20) 
V{r) 

ou le potentiel du trou noir est V{r) = 1 — 2M/r. Le temps euclidien r est de periode /3, qui 
est donnee par I'inverse de la temperature, ainsi /3 = 8ttM pour cette solution. Puisque nous 
travaillons dans le vide, le scalaire de Ricci est nul et Paction euclidienne / est simplement 
determinee par le terme de bord. Pour evaluer ce terme, nous introduisons le vecteur unitaire 
normal a dM donne par u = ^JV{R)dr-. La trace de la courbure extrinseque du bord dM est 
3jlors 

K^^,^u'^^^2^. (5,21) 
Par consequent. Paction euclidienne associee a la solution de Schwarzschild est 

J = ^ (3M - 2R) . (5.22) 

Bien evidemment le probleme majeur de ce resultat est que / diverge lorsque R ^ oo. En 
effet. Paction euclidienne (5.19) est generalement bien definie pour des geometries spatiale- 
ment compactes mais diverge pour des geometries spatialement non compactes. G. Gibbons 
et S. Hawking donnent alors la prescription suivante. Pour definir Paction euclidienne d'une 
geometric non compacte, nous allons la comparer par rapport a celle evaluee sur une solution 
de reference (gojipo). Ainsi, Paction "physique" Ip que nous allons considerer est 

Ip[g,^] = I[g,^]-I[go,M ; (5-23) 
de cette fagon. Paction physique est nulle pour la solution de reference. De plus, nous imposons 
que les champs {g,ip) de la solution consideree et ceux de la solution de reference {go,tpQ) 
coincident sur la frontiere dM. Par consequent, dans le cadre de la Relativite Generale, la 
metrique induite sur le bord dAi doit etre la meme pour la solution consideree et la solution 
de fond ; Paction physique est done donnee par 

Ip[gM = -^l Vh{K-Ko)d'x (5.24) 
87r JdM 

pour une solution du vide. II existe neanmoins une ambigui'te sur le choix d'une solution de 
reference, puisque differentes solutions de fond sont admissibles ^ . En ce qui nous concerne ici, 

1. Un autre probleme de la methode de I'integrale de chemin apparait au-dela de I'approximation semi- 
classique. G. Gibbons, S. Hawking et M. Perry [210,211] ont trouve que des perturbations conformes de la 
metrique diminuent toujours la valeur de Taction euclidienne et rend alors I'integrale de chemin divergente. 
Le lecteur trouvera plus de details dans la these de R. Monteiro [212] qui explique notamment le lien entre 
ce probleme et I'instabilite thermodynamique locale. 
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nous allons choisir la solution asymptotique de la solution de Schwarzschild comme solution 
de reference, c'est-a-dire I'espace euclidien a quatre dimensions. Puisque cette solution ne 
presente pas de singularite conique, nous pouvons assigner au temps euclidien n'importe 
quelle periode /3o- Or, la metrique induite sur le bord dM de la solution consideree h = 
V{R)dT'^ + R'^d'^Q et celle de la solution de reference ho = Vo{Ro)dTQ + R'^d'^Q sont les 
memes. Ainsi, nous avons R = Rq et 

V{R)(3 = Vo{R)/3o , (5.25) 

ce qui correspond a I'egalite des temperatures, dites de Tolman, mesurees par un detec- 
teur statique a la coordonnee r = R. Id, nous avons simplement Vo{R) = 1, d'ou Pq = 
/3 (l — ^ + 0{M/R)y L'action euclidienne physique pour la solution de Schwarzschild vaut 
alors finalement 

Ip = — , (5.26) 

apres avoir envoye le bord a I'infini et I'energie libre associee est F = M/2. Nous en deduisons 
done I'entropie de Bekenstein S = A/ 4 et I'energie de la solution E = M. C'est cette der- 
niere egalite qui justifie le choix du facteur IGvr dans Taction d'Einstein-Hilbert. Nous avons 
determine ces resultats en appliquant les formules (5.17)-(5.18) sur la famille de solutions de 
Schwarzschild parametrisee par M, c'est-a-dire que nous avons applique la premiere loi de la 
thermodynamique le long de cette famille. II existe cependant une derivation plus generale 
de I'entropie en considerant des variations de /3 hors de la solution consideree [213,214]. 

Pour clore cette sous-section, nous allons brievement presenter I'influence d'une constante 
cosmologique negative A = —3/1^ qui induit notamment une transition de phase entre I'espace 
AdS et le trou noir de Schwarzschild-AdS. Ce phenomene a ete etudie pour la premiere fois 
par S. Hawking et D. Page dans [215]. Le trou noir de Schwarzschild-AdS est donne par la 
metrique (5.20) avec le potentiel V{r) = 1 — 2M/r + r"^ /t^. La temperature en fonction de la 
coordonnee radiale de 1 'horizon est 

T = p^ + -^. (5.27) 

Par consequent, cette classe de trous noirs existe pour des temperatures superieures a Tmin = 
Nous pouvons distinguer deux branches de solutions : de "petits" trous noirs pour < 
//\/3 qui ressemblent aux trous noirs de Schwarzschild et de "larges" trous noirs pour Vh > 
1/ -\/3, specifiques a I'espace AdS. Par ailleurs, en effectuant le meme calcul que precedemment 
en tenant compte de la constante cosmologique et en choisissant I'espace AdS comme espace 
de reference, nous determinons I'energie libre associee a cette classe de solutions 



(5.28) 



II est interessant de remarquer que la fonction F est negative pour > L Ce qui signifie 
que les trous noirs "larges" sont thermodynamiquement favorises par rapport a I'espace AdS 
pour une temperature superieure a la temperature dite de Hawking-Page Thp = II existe 
ainsi une transition de phase du premier ordre a la temperature T = Thp > Tmm- Notons que 
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ce phenomene n'est plus present si la courbure de I'horizon n'est pas strictement positive. En 
effet, si nous remplagons la 2-spliere de I'horizon par un espace a courbure constante dont la 

courbure scalaire vaut 2k, I'energie libre devient F = ^ (^k — 

Dans la suite, nous allons appliquer cette methode aux solutions que nous avons rencon- 
trees au chapitre 2 avec la prise en compte de dimensions supplementaires et la presence de 
champs de matiere. 



5.2.2 En presence de j?- formes 

Nous avons construit au chapitre 2 une large classe de trous noirs en presence d'une ou 
de plusieurs p-formes en dimension quelconque D = n + 3. Nous adopterons done les memes 
notations que ce chapitre 2 dans la suite. Ces trous noirs sont solutions de Paction suivante 

D Np 

S = So + J2J2Sm'^ (5-29) 

p=l k=l 

OU 5*0 est Taction d'Einstein-Hilbert avec constante cosmologique donnee par (2.1), Np est le 
nombre de p-formes ifj^"* et le secteur de la matiere consiste en une somme de lagrangiens 
libres de la forme (2.28) : 

Nous avons montre qu'il existe des solutions statiques de cette theorie avec une metrique de 
la forme (2.2) dont le potentiel (2.26) est determine par la fonction 

^(fc)2 ^{k)2 



d'apres le principe de superposition expose a la sous-section 2.3.5 ou nous rappelons que ^[pl2] 

et sont les polarisations electriques et magnetiques associees a H^-^ respectivement (voir 
(2.32)). Ainsi, I'expression du potentiel du trou noir est 



{p-2)\{n-2p + 4)r2{"-P+2) p\{2p - n - 2)r2(p-i) 

(5.32) 

Pour simplifier la discussion, nous avons omis les termes logarithmiques qui apparaissent 
quand 2p = n + 4 et 2p = n + 2 pour un espace-temps de dimension impaire. La partie 
electrique de la serie en puissance de r commence avec un terme en l/r^" quand p = 2 et 
se termine avec un terme en quand p = + 3, c'est-a-dire comme un terme de constante 
cosmologique. Quant a la partie magnetique, elle commence avec un terme en l/r° quand 
p = 1, comme un terme de courbure, et se termine avec un terme en l/r^"- quand p = n + 1. 
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Si ro est suffisamment grand, la fonction (5.32) a toujours au moins une racine positive. 
Notons Th la plus grande racine du potentiel V{r). La solution presente alors un horizon 
des evenements en r = r/j et I'espace-temps contient un trou noir. Sa temperature, qui est 
proportionnelle a la gravite de surface de I'horizon le plus exterieur, est donnee par 

^ ^ \V\r^)\ {n + 2)r, _ 1 ( ^[1-2] ^IT_\ 

47r Anr-h ^ttP 87r(n + 1) ^ - 2)!rf -2^+' p!rf "^^ ' ^ ' 

Pour des raisons de clarte, nous restreignons desormais notre attention au cas electrique et 
nous autorisons toutes les p-formes dont le rang satisfait 2p < n + 3. Lorsque cette inegalite 
est verifiee, les composantes du champ de force correspondant, Hj:^^ ■ _ , s'annulent a I'infini 
spatial, ce qui permet d'obtenir des potentiels thermodynamiques finis par la methode que 

(k) 

nous allons presenter. Nous associons un potentiel electrique de rang p — 1 a chaque 

p- forme verifiant H^^^ = d^j-^^-^j. Un choix possible est le suivant 



Ail') ^ (fyW J I cik) /'p; oA\ 



■ _ fournit ici la valeur du potentiel electrique a I'infini spatial. Puis, nous fixons le choix 
de jauge en imposant que le potentiel electrique s'annule sur I'horizon localise en r = Vh en 
prenant 



De maniere equivalente, nous pouvons imposer que la quantite (^-^[plij j ? Qui est un scalaire, 
soit finie sur I'horizon, comme cela a ete discute pour la premiere fois dans [36] pour le cas 
electromagnetique (p = 2). Pour notre cas restreint, nous avons 

Dans I'ensemble grand-canonique dans lequel les potentiels ^\p_2] sont gardes fixes, = 

Th ^M, '^'[pl2]) fonction de la masse M et des potentiels '^'[^12] solution. La 

temperature est donnee par une serie de puissances impaires de Th qui commence en 1/r/j 
quand p = 2, contribuant ainsi au terme de courbure, et qui se termine en l/r^"'*'^ quand 
p = n + 3. Une importante consequence de cela est que la seule fagon d'avoir deux branches de 
trous noirs, des "petits" et des "larges" comme pour les trous noirs de Reissner-Nordstrom- 
AdS, est de considerer un horizon avec une courbure scalaire positive {k > 0). Dans ce 
cas, il est possible d'observer des transitions de phase entre ces deux families. Par exemple, 
le cas electromagnetique {p = 2) admet un riche diagramme de phase, pour des trous noirs 
possedant des horizons spheriques, qui est similaire au systeme liquide-gaz de Van der Waals- 
Maxwell [216,217]. Par ailleurs, les trous noirs dont I'horizon est plat ne subissent pas de 
transition de phase. 
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L'energie libre de ces trous noirs peut etre evaluee en utilisant l'approche de I'integrale 
de chemin [36], presentee a la sous-section precedente, dans laquelle la fonction de partition 
dans un ensemble thermodynamique est identifiee a I'integrale de chemin euclidienne evaluee 
dans r approximation du point selle avec des conditions au bord qui determinent I'ensemble 
thermodynamique. Plus precisement, nous analyserons les trous noirs dans I'ensemble grand- 
canonique dans lequel les potentiels electriques associes aux p-formes sont gardes fixes a 
I'infini spatial^. Les solutions euclidiennes dont la metrique est donnee par (2.2) avec le 
potentiel (5.32), obtenues par une rotation de Wick, presentent generalement une singularite 
conique. Neanmoins, en identifiant la periode P du temps imaginaire r = —it a I'inverse de 
la temperature (3 = l/T, ou T est la temperature donnee par (5.36), nous eliminons cette 
singularite conique. 

Les conditions au bord, ou de maniere equivalente le choix de I'ensemble thermodyna- 
mique, imposent les termes de bord qui doivent etre ajoutes a Paction dans le but d'obtenir 
un principe variationnel bien defini. Comme d'habitude. Paction d'Einstein-Hilbert doit etre 
completee par le terme de bord de Gibbons-Hawking- York (1.87) ; ce qui donne Paction eu- 
clidienne I = —S — Sgh avec 

Sgh = ^ [ K . (5.37) 

K designe ici la trace de la courbure extrinseque de la frontiere DM. de I'espace-temps. Nous 
rappelons que ce terme de bord est necessaire si nous autorisons des variations de la metrique 
pour lesquelles la metrique induite sur le bord est fixe pour etablir I'equation d'Einstein. Par 
ailleurs, il n'y a pas de terme de bord pour le secteur de la matiere puisque cette action est 
bien definie en gardant les potentiels electriques fixes sur le bord. En effet, si nous considerons 
une p-forme exacte if, c'est-a-dire qu'il existe une {p — l)-forme A telle que H = dA, alors 
la variation de Paction Sh = jj^ H A -kH par rapport au potentiel A donne 

5Sh= [ 5AAkH + 2{-lY [ 5AAdkH . (5.38) 

JdM Jm 

Le second terme du membre de droite de cette egalite fournit I'equation du mouvement. 
Nous allons ecrire plus explicitement le terme de bord. Pour cela, nous introduisons une base 
orthonormale de 1-formes {e"^}, la metrique se decompose alors sous la forme g = rjAB^^®^^ , 
la p-forme H s'ecrit H = ^HAi...Ap€^^^ A ... A e^^ et de meme pour le potentiel A. Ainsi, en 
utilisant la relation (1.52), nous avons 

^^H = r^^,! 5AA,...A,^,H^^'-^^''e*B + 2{-lY f SAAdkH (5.39) 
[P-^V-JdM Jm 

ou dans le langage des composantes 



+ / H^^^-^^'^5Aa,...a,_A^b . (5.40) 

[P - -Lj! JdM 



2. L'ensemble canonique consisterait a garder fixe les p-charges associees aux p-formes ou ces p-charges, 
qui generalisent la notion de charge electrique pour p > 2, seront definies par la suite. 
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Par consequent, cette action fournit un principe variationnel bien defini dans I'ensemble 
grand-canonique. Cependant, Faction euclidienne / evaluee sur une solution est generalement 
divergente. Pour extraire la partie finie, nous utilisons la methode qui consiste a calculer Pac- 
tion euclidienne d'une solution par rapport a Faction euclidienne d'une solution de reference 
M.Q. Nous regularisons Faction I en integrant sur une region finie de Fespace-temps avec une 
frontiere dM. et en soustrayant Faction euclidienne evaluee sur une region finie de Fespace 
M.Q de telle fagon que la metrique induite et les potentiels electriques sur le bord de M.q 
coincident avec ceux de dM. Puis, la frontiere dM. est envoyee a Finfini spatial. 

Puisque nous travaillons dans I'ensemble grand-canonique, la solution de fond est choisic 
de telle fagon que sa temperature (de Tolman) coincide avec celle de la solution etudiee et 
de meme pour les potentiels electriques a Finfini spatial. Un bon candidat comme solution 
de fond ici est Fespace AdS euclidien avec les potentiels electriques constants ^^^l2]- 
effet, cette solution nc contient pas de singularite conique, c'est-a-dire que n'importe quelle 
pcriodicitc ,5 pent etre utilisee pour le temps euclidien. Par consequent, nous trouvons le 
potentiel de Gibbs G suivant 



(5.41) 

ou Findice o se refere a la solution de reference et = J est Faire des sections %. 

En supposant la premiere loi de la thermodynamique 

8M ^T5S-Y: J^^t.^JQ'^'-' > (5-42) 

p,k 

nous obtenons I'entropie, la p-charge et la masse du trou noir 



dG 
dT 



Q--^"' = (P - 2) 



dG 



= (5-43) 



^ '^l\...lp-2 



I" p'-2 



(5.44) 



M = G + TS-J: ^g;Lr^-^C-. = + 1)^0 (5.45) 

p,k >- 

respectivement. II est facile de verifier que I'entropie est celle de Bekenstein-Hawking et que la 
masse est en accord avec une analyse asymptotique de la metrique. Quant aux p-charges, elles 
sont simplement proportionnelles a la polarisation electrique £. Dans la prochaine section, 
nous allons deriver de nouveau ces resultats par une approche hamiltonienne qui donne 
notamment une interpretation des p-charges. 
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5.3 Le formalisme hamiltonien 

5.3.1 En Relativite Generale 

Nous allons dans cette sous-section donner une definition de I'energie totale du champ 
gravitationnel a travers le formalisme hamiltonien. En effet, une definition locale de I'energie 
semble etre impossible puisque, d'apres le principe d'equivalence, il est toujours possible 
d'adopter un systeme de coordonnees dans un voisinage suffisamment petit afin d'effacer 
I'effet de la gravitation. Par ailleurs, ce formalisme hamiltonien est egalement utilise comme 
point de depart dans la procedure de quantification canonique. Nous suivrons, a I'aide de [5], 
la demarche de S. Hawking et G. Horowitz [218] dans la suite, en prenant soin de deriver les 
divers termes de bords qui permettent de definir I'energie totale d'une solution. 

Derivation de I'hamiltonien 

La premiere etape de ce formalisme consiste a decomposer I'espace-temps M. en "espace 
et temps". Nous supposons qu'il existe un diffeomorphisme : — )■ S x J, avec / C M et E 
une variete riemanienne de dimension 3, tel que les hypersurfaces = 0"^ (S x {t}) soient 
de genre-espace et les courbes ({x} x /) soient de genre-temps. Un vecteur tangent a 
ces courbes pent alors etre decompose en une composante normale et une autre parallele a 
St de la fagon suivante 

t^' = Nn'' + Nf" (5.46) 

ou n^^ est le vecteur unitaire normal a la surface S^. La fonction est appelee le laps (le 
lapse en anglais) et A^^ est appele le vecteur deplacement (le shift en anglais). Le vecteur 
est done utilise pour identifier chaque St a Sq ; ainsi la metrique induite sur St, donnee par 
h^u = Qiiu + n^riy, est vue comme la variable dynamique en Relativite Generale. Le laps et le 
vecteur deplacement ne sont pas dynamiques, ils indiquent simplement comment le systeme 
evolue dans le temps. 

Indiquons qu'un systeme de coordonnees sur S induit naturellement des coordonnees 
sur M.. En effet, si un point P de S a les coordonnees x* alors nous assignons les coordonnees 
(t, X*) au point 0~^(P, t). Ainsi, le vecteur tangent aux courbes ({x} x J) parametrisees 
par t est donnee par t = t^d^ = dt- Par consequent, la metrique s'ecrit 

^ = - (A^2 _ ^i^.^ ^ 2Nidx'dt + gijdx'dx^ (5.47) 

dans ce systeme de coordonnees ou sous la forme 

g = -N'^dt^ + Qij [dx' + N'dt) {dx^ + N^dt) (5.48) 

ou la somme sur les indices latins va de 1 a 3. 

Apres avoir explique la foliation de I'espace-temps, nous decomposons le bord de Ai en 
deux hypersurfaces initiale et finale de genre-espace, notees St. et St^ respectivement, et 
en un bord de genre-temps avec un vecteur normal unitaire u^. Ce dernier bord sera 
eventuellement envoye a I'infini spatial. De plus, nous notons par St le bord de St et nous 
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Figure 5.1 - Foliation de I'espace-temps 

imposons la condition d'orthogonalite M^n^ = sur '^B. La metrique induite sur St est 
Rappelons que Taction de la Relativite Generale dans le vide est donnee par 

S = a( [ R + 2e [ K] (5.49) 

\Jm JdM J 

ou e = 1 si dM est de genre-temps et £ = — 1 si dAi est de genre-espace, a est une constante 
que nous determinerons dans la suite et K est la trace de la courbure extrinseque du bord 
dAi. Le terme de bord, present dans (5.49), permet d'avoir un principe variationnel bien 
defini dans lequel la metrique induite du bord est fixe. 

Desormais, le but est de decomposer la geometric intrinseque de a I'aide de la geo- 
metric intrinseque de et de sa geometric extrinseque. Precisons qu'il sera utile dans la 
suite de voir h"^ comme la projection de I'espace tangent de A4 en un point P sur I'es- 
pace tangent de en ce meme point; ainsi la projection est donnee par Tp'"^'''^^ = 
h^p^ ■ ■ ■ h^pt,hj[^ ■ ■ ■ KTTP^-P''a^...ai pour tout tenseur Tf^-f^^^^.^^ de M de type {k, I). Tout 
d'abord, c'est un bon exercice de montrer que le tenseur de Riemann de S^, R^^up'^, admet la 
decomposition suivante, appelee premiere relation de Gauss- Codacci, 

Rtl" = Rw.up'' - K,,KJ^ + Ky,K; (5.50) 
ou K^j_u = h^VpTLy est la courbure extrinseque de S^. II s'ensuit alors la relation suivante 

R^^^ = 2Gpyn^'rf - + Kf^^K^" (5.51) 

ou R^^^ est le scalaire de Ricci de Sj et = K^^^. Par ailleurs, la definition (1.23) du tenseur 
de Riemann de Ai permet de determiner la relation suivante (voir [5]) 

R^^uuV = K^- K^yK^'' - Vp (n^V.n'^) + V. {n^V p7f) . (5.52) 
3. Le lecteur pourra trouver dans [219] le cas ou cette condition d'orthogonalite est supprimee. 
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Enfin, en utilisant les deux resultats precedents et en remarquant que le scalaire de Ricci se 
decompose sous la forme R = 2 {G^^ — R^u) n^n", nous trouvons 



S = a [ -K^ + K^^K"'' + 2V^ (n^V, 

Jm 



2ae [ K . (5.53) 

JdM 



Or, d'apres le theoreme de Stokes 1.5 et en notant le vecteur unitaire normal a DM (qui 
vaut done soit ou u'^), nous avons 



f (n^V^n'^) = e I r^n^V^rf = s [ V^n" = s I 

Jm JdM JT.tXJT.tt Jt 



K 



(5.54) 



'Tt^UTtf 



puisque u^ra^ = sur et 



Jm JdM J'iB 



(5.55) 



Par consequent, les termes de bords de Sj. et Sj^. se simplifient dans (5.53) et Paction se 
reduit a 

S = a I -K"^ + K^^K^"") +2a [ - u^n^^ ^rf . (5.56) 
Jm J'^b'- v ' 



Puis, en introduisant k^y = a^DpUp la courbure extrinseque de St ou designe la derivee 
covariante de associee a h^^i, qui est simplement determinee a partir de la derivee covariante 
de Ai associee a g^^ de la fagon suivante 



T-) rpfli...^^. _ rpfli...fl,. \ 

J-^p-^ 1/1.. .1/1 — I V p-t Ui...Ui)^^ 



(5.57) 



pour tout tenseur T^^' '^''jyi...jy; de Ai de type {k,l). Ainsi, il est de loisible de remarquer que 
h^^^Vf^Uu = = k. Nous aboutissons alors a Paction suivante 



S 



[ aNVh -K^ + KppK^"') d^x + 2a I ^Nkd^' 

JTt " ^ ' J St 



X 



(5.58) 



Apres cela, nous definissons le moment canonique conjugue a hn^ par tt^'^ = -^f^ ou la 

derivee temporelle hfj_,y de la metrique induite sur St est definie par /i^j^ = {£thp,y)^^, t etant 
le vecteur de composante (5.46) qui decrit la foliation de Pespace-temps. Un autre bon 
exercice est de montrer Pegalite suivante 

2NK^, = V - D^N, - D,N^ (5.59) 

qui permet alors de determiner le moment conjugue de h^^u 



(5.60) 
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Nous pouvons aussi remarquer que C ne contient pas de derivee temporelle de et A^'^, ce 
qui confirme que le laps et le vecteur deplacement ne sont pas des variables dynamiques. En 



notant vr = vr^'^, il est ensuite facile de reecrire Paction sous la forme 



S 



N 



( 



ay 



fii/ 



a 



d^x + 2a / Nk 



St 



dt 



St 



TT 



dt 



(5.61) 
(5.62) 



ou nous avons defini la densite hamiltonienne "H = ^^[/i^i/, tt^'^] dans la seconde egalite. Cette 
definition permet de restaurer les equations du mouvement a I'aide des equations d'Hamilton 



h 



_ sn 



6S 



et 71-^^ 



sn 



puisque la variation de Faction S est donnee par 



dt+ / 'K^"'6h 



=0 



=0 

(5.63) 

Les deux termes de bords sont nuls puisque nous avons choisi de fixer la metrique induite du 
bord de M.. Les equations du mouvement, donnees par 55" = 0, sont alors equivalentes aux 
equations d'Hamilton. Enfin, en reecrivant un des termes de (5.61) sous la forme suivante 



'Et J St yh 

V hamiltonien de la Relativite Generale, H = ^H, est 



-^u^K - VhN^D, i^—j d^x , (5.64) 



H = j Vh{NC + mC^) d^x + 2 y" (^-aNk + N'^u"'^^ d' 



X 



avec 



C 



ah 



TT 



a 



ayh 



-2D,, ( ^ 



(5.65) 

(5.66) 
(5.67) 



ou nous avons introduit le tenseur G^i^pa qui vaut 

1 



G 



2Vh 



{hfiph^fj -\- h^uhyp hpyhpfj^ . 



(5.68) 



Le laps N et le vecteur deplacement A^^ jouent ici le role de multiplicateur de Lagrange et 
generent les contraintes C = et = pour une solution des equations du mouvement. En 



4. Ce tenseur connu sous le nom de metrique du super-espace [220] intervient dans I'equation de Wheeler- 
DeWitt. 
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effet, en utilisant les equations (5.51) et (5.60), il est facile de reecrire la contrainte C sous la 
forme 

C = -2aGf,^n^n'' (5.69) 
qui est nulle sur une solution. De meme, en derivant la seconde relation de Gauss- Codacci 

D,K\ - D,K = R,ph;n^ (5.70) 

et en utilisant (5.60), nous trouvons 

= -2aG^ph;nP . (5.71) 

qui est egalement nulle sur une solution. Notons qu'avec ce formalisme, il est simple de deter- 
miner le nombre de degres de liberte de la theorie. II y a 6 degres de liberte qui proviennent 
de la metrique spatiale et 6 autres des moments conjugues associes. Or, il y a 4 equations 
de contraintes et 4 autres degres de liberte sont elimines par I'invariance des equations du 
mouvement sous les changements de coordonnees. II y a done 4 degres de liberte en chaque 
point de I'espace-temps. 



Energie totale 

Nous sommes desormais en mesure de definir V energie totale d'une solution comme la va- 
leur de I'hamiltonien H (5.65) evaluee sur une solution des equations du mouvement. Puisque 
les contraintes evaluees sur une solution sont nulles, I'energie totale est alors simplement don- 
nee par I'integrale sur St [218]. Cependant, cette expression est generalement divergente. Pour 
contourner ce probleme, nous allons la comparer a une solution de reference go dont la me- 
trique induite sur le bord coincide avec celle de la solution consideree. Nous choisissons 
aussi une solution de reference dont les moments conjugues tTq^ sont nuls pour simplifier et la 
foliation est choisie telle que N = Nq sur ^B. De cette fagon, I'energie totale d'une solution 
est donnee par 



aN {k - ko) - N^'u"^ 



(5.72) 



ou ko est la courbure extrinseque du bord de la solution de reference. Soulignons que cette 
expression depend du choix de la foliation a travers le vecteur = Nn^ + N'^ et de la surface 
St- Cependant, etant donne un vecteur de Killing I'energie totale E{^^) est une charge, 
c'est-a-dire que cette expression est independante de la surface St choisie. Cette conservation 
a ete montree par J. Brown et J. York dans [221] en adoptant une approche a la Hamilton- 
Jacobi pour definir cette charge^. 

Appliquons ce resultat a la solution de Schwarzschild en calculant la charge E associee 
au vecteur de Killing de genre-temps dt dans les coordonnees de Schwarzschild dans le but 
de fixer la valeur de la constante a en facteur de Paction S. La metrique est donnee par 

dT^ 

g = -V{r)dt^ + ^ + [de^ + sin^ ^d^^) (5.73) 



5. Suite a cet article, ces deux auteurs ont aussi formule dans [222] le formalisme hamiltonien de la 
gravitation dans un ensemble microcanonique afin de definir la densite d'etat pour determiner en particulier 
I'entropie d'un trou noir. 
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avec le potentiel V{r) = 1 — 2M/r. Puisque nous choisissons t = t^d^ = dt, nous pouvons 
determiner le laps = ^/V et le vecteur deplacement est nul, = 0, d'apres (5.48). Le 
vecteur unitaire normal a vaut done n = n^d^ = -^dt et, en choisissant le bord a la 

coordonnee radiale r = R, nous avons u = u ^d^ = ^V{R)dr. Nous enverrons le bord ^"B 
a I'infini spatial dans la suite. Ainsi, en definissant la masse m d'une solution comme etant 
la valeur de I'energie E associee au vecteur de Killing de genre-temps et unitaire a I'infini 
spatial, nous avons 

m = —2a ^V{R)A7iR^ {k - ko) (5.74) 

ou nous choisissons I'espace-temps de Minkowski comme solution de reference. Or, la trace 
de la courbure extrinseque de 5*^ est 

k =CT^^DX = (^^fh^h^V^uf" = ap^V^u^ = o^^Yiy (5.75) 

= lf^9'^'^ i9trr,» + 9a^,p - 9apa) (5-76) 

= ^a''^uPg^^,p = ^Wa'^^ao.p^r (5.77) 
2 



^ ^ 1 - 2M/R (5.78) 
R 

et ko = -|. Ainsi, dans la limite ou i? — )■ oo, la masse vaut m = WanM. Par consequent, 
pour etre en accord avec la limite newtonienne, la constante a est fixee a la valeur suivante 

« = • (5-79) 

iOTT 

Pour conclure, signalons que la definition de I'energie totale que nous venons de donner 
est en accord avec celle de R. Arnowitt, S. Deser, et C. Misner [223] dans le cas d'espace- 
temps asymptotiquement plats et avec celle de L. Abbott et S. Deser [224] pour des espace- 
temps asymptotiquement AdS. Get accord entre les diverses definitions de I'energie est expose 
dans [218]. 



Derivation de la premiere loi selon R. Wald 

Dans la derivation de I'energie totale, nous avons simplement tenu compte du bord 5*^. 
Cependant, pour des geometries de trous noirs, I'espace Et possede egalement un bord inte- 
rieur, il y aura done une contribution supplement aire provenant de ce bord dans I'expression 
de I'energie dans ce cas. Dans cette breve sous-section, nous proposons de deriver la premiere 
loi de la mecanique des trous noirs en utilisant le formalisme hamiltonien que nous venons 
de decrire en suivant la presentation de R. Wald [203]. Considerons un trou noir station- 
naire et a symetrie axiale solution des equations d'Einstein dans le vide. La surface spatiale 
St possede desormais une surface St a I'infini spatial et un autre bord interne donne par 
la surface de bifurcation S. Notons par dt et les vecteurs de Killing de genre-temps et 
de genre-espace respectivement qui generent les symetries de la solution et introduisons le 
vecteur C, = dt + qui s'annule sur definissant ainsi la vitesse angulaire Vt de I'horizon. 
De plus, le vecteur dt est choisi unitaire a I'infini spatial et le vecteur est une rotation a 
I'infini spatial ; fixant ainsi la normalisation des vecteurs de Killing. Comme precedemment. 
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lorsque nous avons defini la masse comme une charge, nous imposons que le vecteur t = t^d^ 
(5.46) verifie t = ^. 

La procedure de R. Wald pour generer la premiere loi consiste a perturber 1 'hamiltonien 
(5.65) entre une solution initiale donnee par {h^y, tt^'^) et une solution finale infiniment proche 
donnee par {h^y + 5h^y, tt^'^ + Sn'^'^). Par consequent, nous obtenons 

5H = 5(^1 Vh{NC + N^'C^) d^x^ +5m - n5J - ^5 A . (5.80) 



ou la masse m est donnee par E{dt), le moment angulaire J par E{d^) et le dernier terme 
^(5y4, avec k la gravite de surface et A I'aire de la surface de bifurcation S, provient de la 
prise en compte du bord interne S. La derivation de ce dernier terme est donnee explicitement 
dans la reference [204] dans laquelle la premiere loi est generalisee au cas de la theorie 
d'Einstein- Yang-Mills. La variation du terme de contraintes est effectivement nulle puisque 
les contraintes evaluees sur les solutions initiale et finale sont nulles. Par ailleurs, nous avons 

Or, comme nous avons pu le voir, a travers I'equation (5.63), les equations d'Hamilton sont 
verifiees sur les solutions des equations du mouvement : h^^ = et tt^'^ = —j^- Ainsi, 
puisque les solutions considerees sont stationnaires, nous avons 5H = 0. Finalement, nous 
obtenons la premiere loi de la mecanique des trous noirs 

Sm = ^SA + nSJ . (5.82) 

OTT 

Pour plus de precisions sur des details que nous avons esquives, nous renvoyons vers [203,204]. 
Dans la prochaine section, nous deriverons de nouveau de tels resultats en presence de champ 
de p-formes et en tenant compte des dimensions supplementaires pour des solutions statiques. 



5.3.2 En presence de j9- formes 

Dans cette sous-section, nous proposons de restaurer les resultats de la sous-section 5.2.2 
par une approche hamiltonienne [218] pour souligner que les p-charges sont des quantites qui 
proviennent du bord de a I'infini spatial. Nous considerons alors Faction 

d^x + 2ae [ K (5.83) 

JdM 

qui fournit un probleme variationnel dans lequel la metrique induite et le potentiel associe 
a //[p] = dy4[p_i] sont fixes sur le bord dAi (la frontiere de la sous-section precedente 
est remplacee par une frontiere ^~^B de dimension D — 1). Apres cela, nous suivons la 
procedure standard [5,218], presentee a la sous-section precedente, pour deriver la formulation 



S' 



a 



K 



M 
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hamiltonienne de cette theorie. Les moments canoniques conjugues a la metrique spatiale h 
et au potentiel A„2...u sont 



G 



aVh {K^"" - Kh^"") et 



TT 



H 



(5.84) 



ou K^i, est la courbure extrinseque de et le symbole || designe I'operateur de projection 
sur Tit defini precedemment. II en resulte I'hamiltonien suivant 



H = [ Vh {NC + mC^ + t^'A^,^„„^^,,C^'-^--^) d^'-'x 



'St 



-2aNk + 2]^^^^^^ + ip- r 



]D-2 



OU les contraintes, qui evaluees sur une solution sont nulles, sont donnees par 



X (5.85) 



C 



a 



{p-iy. 



DJ Anah ^^^-^^^^^ 



-2D 



T^Hll2---lJ.p TT 



TT' 



/l/12...Mp-l 



!1MM2---Mp 

2aK 



{p-2)\ 



(5.86) 

-2a (G,, + Ag,, - kT,^) h^n^ (5.87) 



(5.^ 



avec le scalaire de Ricci de S^. Dans le terme de bord de (5.85), k designe la trace 

de la courbure extrinseque de St donnee par k = a^'^D^u'^ avec la derivee covariante sur 
Sj. Nous soulignons que la presence des termes de bords est crucial pour etablir la premiere 
loi de la thermodynamique. Nous avons simplement considerer ici la frontiere ^^^B ; pour 
un trou noir noir, il existe aussi un bord interieur et done un terme de bord supplementaire 
dans (5.85). Le resultat presente ici est en accord avec celui de [225] dans lequel les termes 
de bords sont derives en variant I'hamiltonien. 

Par consequent, nous pouvons definir I'energie totale E de la solution comme I'hamiltonien 
evalue pour cette solution par rapport a une solution de reference. Pour Taction (5.29), nous 
trouvons 



E 



St 



-N 



8nG 



(fc-fco) + E 



p,k 



p — 1 

y/h 



"A'2"^(fc) ^Ilitl3...tlp 



IP] 



d^'+^x 



(5.89) 



en considerant une foliation telle que N = Nq sur ^^^B et telle que le vecteur deplacement 
soit nul pour simplifier ; I'indice o se refere toujours a la solution de fond. Apres cela, nous 
imposons 

E = M + Y. J;^hif^i^''-'^■■■^P-. (5-90) 



p,k 
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ou M est la masse de la solution et <5(^)'*^ ^ est la p-charge associee au potentiel electrique 

ik) 

^ii...jp_2- -^^ cette fagon, nous deduisons I'expression suivante pour la masse 

M = ^ / y/TsN ik - d"+^x (5.91) 

et pour les charges, nous avons 

^?;ir^-^*?.^..v-. = / „ -..^^^S3..../"^^x . (5.92) 

St I' 

En particulier, pour les trous noirs presentes au chapitre 2 solutions de (5.29) possedant le 
vecteur de Killing de genre-temps dt, nous trouvons en choisissant t = f^d^ = dt : 

Nous obtenons ainsi une masse et des p-charges en accord avec celles que nous avons determi- 
nees par la methode de I'integrale de chemin (5.44)-(5.45). Cependant, dans cette approche 
hamiltonienne, nous n'avons pas besoin de supposer la validite de la premiere loi de la ther- 
modynamique ; au contraire, en introduisant un terme supplementaire du a la presence de 
I'horizon, il est possible de montrer en suivant [203,204] que la premiere loi de la mecanique 
des trous noirs 

SM = —SA - y — L^$;i^--^-^5Qf ) ^ (5.94) 

p,k 

est verifiee, ou k et A sont la gravite de surface et I'aire de I'horizon respectivement. 



5.4 Thermodynamique en presence d'un champ scalaire 
conforme 

Nous analysons dans cette section I'aspect thermodynamique de la nouvelle solution de 
la theorie (4.167), presentee au chapitre precedent, mettant notamment en jeu deux champs 
axioniques et un champ scalaire. Nous determinerons d'abord les charges de cette solution par 
une approche hamiltonienne. Puis, nous etudierons un phenomene de transition de phase entre 
cette solution et la version axionique de la solution de Reissner-Nordstrom-AdS presentee a 
la sous-section 2.3.6. 



5.4.1 Analyse hamiltonienne des charges 

Dans I'approche euclidienne, la fonction de partition pour un ensemble thermodynamique 
est identifiee a I'integrale de chemin euclidienne evaluee sur une section euclidienne de la 
solution classique [36]. La periode P du temps imaginaire r = —it est identifiee a I'inverse de 
la temperature et I'energie libre (ou le potentiel thermodynamique) W est reliee a Paction 
euclidienne par Ie = PW . 
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Par simplicite et sans perte de generalite, nous restreignons I'espace de configuration aux 
metriques statiques presentant la symetrie planaire pour les sections (t, r) constantes. Nous 
considerons par consequent la famille de metriques euclidiennes qui s'ecrivent sous la forme 

d4 = N\r)fir)dT^ + -7TT + (dx' + dy') (5.95) 

et les champs satisfont I'ansatz 

= 0(r), A = A{r)&t, B^'^ = Bi{r)&t Adx' . (5.96) 

Nous adoptons bien evidemment les notations de la section 4.4. Asymptotiquement, nous 
imposons que les champs se comportent sous la forme suivante 



/W = ^ + /o + 7 + ^(;^) > iV(r) = iVo + O 
A{r) = A, + + ^ (^) ' ^^(-) = -2-^0-.. + B^ + (i) , (5-97) 



Ici {fo, fi, NQ,(f)i,(f)2, Ao,7Ta, B^, vr^.} est un ensemble de constantes qui determine le compor- 
tement asymptotique des champs avec les contraintes supplementaires suivantes 



/o = -167rG (vrl^ + 7r|J et 02 = -V2^ (pj (5.98) 

que nous avons obtenues en resolvant asymptotiquement les equations du mouvement. Les 
developpements de / et iV assurent que I'espace-temps soit asymptotiquement localement 
AdS et nous pouvons aussi poser A^^o = 1 par un changement de coordonnee du temps r. 

Pour garantir la presence d'un trou noir parmi la famille de metriques (5.95), nous im- 
posons a la fonction / de s'annuler en r = ou est la plus grande racine de /. Dans 
le formalisme euclidien, I'horizon agit comme une seconde frontiere sur laquelle nous devons 
restreindre le comportement des champs. Nous avons en particulier 

/(r) = /'(r,)(r - r,) + O ((r - r^)^) . (5.99) 

En exigeant I'absence de singularite conique en r = Vh, nous relions la valeur des champs sur 
I'horizon a la temperature inverse selon I'equation 

Air 

N{rn)f\n,) = — . (5.100) 

Finalement, nous imposons que les autres champs de matiere 0(r), A{r) et B^'^\r) admettent 
une limite finie sur I'horizon que nous nommons 0^, A^ et respectivement. 

Ces conditions aux bords definissent I'espace de configuration pour notre analyse hamil- 
tonienne et nous soulignons que les deux solutions qui nous interessent, le trou noir chevelu 
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(4.175)-(4.176) et le trou noir axionique de Reissner-Nordstrom-AdS (4.186)-(4.187), appar- 
tiennent a cet espace. 

Pour cette classe de metriques et ces conditions aux bords que nous venons de definir, 
Taction euclidienne prend la forme 



a(3 



POO 

/ dr [NU - Atx'j, - 25i7r^^ - 2527r^J + Q 

J Th 



(5.101) 



ou Q, est un terme de bord et o est I'aire des sections transverses definies par t et r constants, 
provenant de I'integration le long des directions x et y. Bien que I'aire a soit formellement in- 
finie, nous pouvons toujours compactifier I'horizon en un 2-tore et la rendre finie. Concernant 
la contrainte hamiltonienne, elle vaut 



47rG 



27r , 



.2 r 



+ 



6 



fr - /' + 



4/ 



SvrG ^ 
' - 2/00" + 6a0^ 



+ A 



(5.102) 



Les quantites vr^ et vr^^ designent ici la r-composante du moment conjugue de et la 
(ri)-composante du moment conjugue de respectivement ^. Avec notre ansatz, elles sont 
egales a 

T^N B' 
^A = -— et -j,^^ = -—^-^^-^. (5.103) 



47rA^ 



2A^(1 - 



) ■ 



Pour avoir un probleme variationnel bien defini, Taction doit etre une fonction differen- 
tiable par rapport aux variables canoniques {A, tt^, vr^j, /, 0} sur Tespace de configuration 
defini par les conditions aux bords (5.97)-(5.100) (voir [226]). Ainsi, en calculant la variation 
totale 8Se de Taction, le terme 8Q, qui represente la variation du terme de bord doit com- 
penser les termes de bords qui proviennent de la variation du premier terme du membre de 
droite de (5.101) conduisant aux equations du mouvement. II s'ensuit alors que la variation 
du terme de bord est donnee par 



5Q = a/3 



A Ha + 2fii + 2^2 Hb-. 



rN 
8^ 



4nG 



r00' Sf 



6 



4/0' + /'0 + 



2N' 



4nG 



Sur I'horizon, la variation des champs est donnee par 

^f\rh = -f'irh)Srh et 64>\r^ = 6(j){rh) - 4>'{rh)Srh . 

Nous regularisons le terme de bord en prenant une frontiere asymptotique en r 
en definissant une constante de Newton effective evaluee sur I'horizon Gh par 

G 



Gh 



1 



(5.104) 

(5.105) 
R. Puis, 

(5.106) 



6. Comme nous le verrons, ces moments conjugues sont identiques aux constantes qui apparaissent dans 
le developpement de A{r) et Bi{r). C'est pourquoi nous utilisons la nieme notation. 
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et en considerant les conditions asymptotiques (5.97) pour les champs, nous obtenons 

5Q = Pa^ 57: A + 2/3a *i 5txb, + 2[5a ^2 ^vr^, - 5 ( ^] - p- 5h 

\4:GhJ 87rG 

Nous avons defini ici les differences de potentiels $ et entre I'infini spatial et I'horizon des 
evenements pour les champs de Maxwell et axioniques par 

$ = Ao - A{rh) et = 5° - 5,(r,,) . (5.108) 

Les variations qui apparaissent ici ne sont pas toutes independantes et, en vertu des contraintes 
(5.98), elles sont reliees par 

5/0 = -167rG(5 (vrl^ + 7r|J et 0i(502 = 202^01 • (5.109) 

Par consequent, le terme lineairement divergent dans 5Q est nul et nous pouvons alors envoyer 
la frontiere r = R a I'infini spatial pour obtenir 

SQ = l3a^6nA + 2l3a^i6nB,+2l3a'^2SnB,-S - ^6fi ■ (5.110) 



4GhJ SnG 

Avec les conditions aux bords que nous utilisons, nous gardons f3, $ et fixes et ainsi 6Q est 
une variation totale a partir de laquelle nous pouvons deduire le terme de bord Q. Cela prouve 
que Paction euclidienne est different iable sur I'espace de configuration avec nos conditions 
aux bords et que les solutions euclidiennes de la theorie (4.167) sont des extrema de Se- 
L'annulation de la variation par rapport a impose la contrainte hamiltonienne "H = 0. Les 
potentiels A et Bi jouent aussi le role de multiplicateurs de Lagrange, ce qui etablit que les 
moments conjuguees it a et vr^. sont des constantes du mouvement, en accord avec la loi de 
Gauss. Enfin, les variations par rapport a / et fournissent les equations d'Einstein restantes 
et I'equation du mouvement du champ scalaire. 

Puisque le premier terme du membre de droite de (5.101) s'ecrit sous forme de contrainte, 
il s'annule alors pour une solution de la theorie (4.167) et Faction euclidienne evaluee sur une 
telle solution est completement determinee par la valeur de Q 

Se = -4^- P^h + {^-r^A + 2^i7rB, + 2^27rBj (5.111) 

ou nous avons introduit I'aire de I'horizon Ah = crr^. Avec nos conditions aux bords, nous 
travaillons dans I'ensemble grand-canonique et le potentiel thermodynamique associe W est 
relie a Taction euclidienne par Se = PW. Nous pouvons done determiner les charges et les 
quantites thermodynamiques suivantes par la procedure habituelle 



d(3 



^ Ah = - — 



dW 

a-KA , Qi = - 



0) 



-2a-nB, ■ 
(5.112) 
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Nous observons alors que les quantites tta et tt^. sont les densites de charges portees par 
le champ de Maxwell et les champs de 3-formes. La masse du trou noir est obtenue par la 
transformation de Legendre suivante qui amene dans I'ensemble micro-canonique 

M = W + TS + ^Q + ^iQi + ^2^2 = -^/i • (5.113) 

Pour des variations le long d'une famille de solutions, nous avons 5Q = et (5.110) fournit 
alors la premiere loi de la thermodynamique [203] 

5M = T5S + ^5Q + ^i5Qi + ^28Q2 ■ (5.114) 

Une importante remarque est que, a cause du couplage non-minimal entre la gravitation et 
le champ scalaire 0, I'entropie du trou noir differe de la formule de Bekenstein-Hawking par 
la presence de la constante de Newton effective Gh dans (5.112) a la place de la constante 
de gravitation. La raison est que, dans la representation d'Einstein, la metrique presente 
un facteur conforme (4.181) et I'aire de I'horizon est alors donnee par = {G/Gh)(Tr1, 

conduisant ainsi a la formule habituelle ^™™/4G' pour I'entropie dans cette representation 
(voir aussi la discussion dans [81]). 

Nous pouvons desormais appliquer nos resultats aux trous noirs de la section 4.4 en 
commengant par le trou noir chevelu (4.175)-(4.176). Sa metrique donne /i = —2p^G^ et la 
masse (5.113) est alors 

M=^p^H. (5.115) 

4:71 

Sa temperature est obtenue en exigeant I'absence de singularite conique pour la metrique 
euclidienne en r = r^, conformement a I'equation (5.100), 

r.n^.±(r.-m ,5.110) 



47r 7r£2 \" 2 ^ 
et son entropie est donnee par 

Les charges de Maxwell et axioniques peuvent etre determinees par leurs developpements 
asymptotiques et en utilisant (5.112) pour trouver 

Les potentiels correspondants sont donnes par 

^ = - et vl/^ = -^== r,+ / . 5.119 



L'autre solution en competition dans cet ensemble est le trou noir axionique de Reissner- 
Nordstrom-AdS (4.186)-(4.187) pour lequel le champ scalaire (p est nul. Cette fois-ci /i = 
—2Gfi et sa masse est donnee par 

M=—fx. (5.120) 

4:71 
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Sa temperature et son entropie sont 

L'entropie est celle de Bekenstein-Hawking puisque Gh = G pour cette solution. Enfin, les 
charges et les potentiels sont 

Nous concluons cette section avec une derniere remarque au sujet des solutions avec un champ 
scalaire constant donnees par (4.191)-(4.192). II semble qu'il ne soit pas possible de trouver 
un ensemble thermodynamique commun pour comparer ces solutions avec les precedentes, 
en effet les conditions aux bords du champ scalaire doivent etre modifiees. 

5.4.2 Transitions de phase 

Avec les resultats de la sous-section precedente, nous pouvons attaquer I'etude des dia- 
grammes de phase des trous noirs precedents. Par simplicite, nous travaillerons dans un 
ensemble thermodynamique dans lequel les quantites (T, $, Qi) sont fixes. Ainsi, le poten- 
tiel thermodynamique Q pertinent, aussi appele energie libre de Gibbs, est obtenu par la 
transformation de Legendre de W suivante 

GiT, $, Qi,Q2) = W + *iQi + ^2^2 = M-TS-<^Q . (5.123) 

En s'inspirant de [196], il est judicieux d'introduire la constante sans dimension 

2nG 

a = — — avec a > 1 (5.124) 

et de travailler avec les autres quantites adimensionnees definies par 

V^ttG f— — 27r/T 

w=- \Ql + Ql et e = • (5.125) 

Dans ces variables, la condition (4.180) traduisant la positivite de la constante de Newton 
effective, et done de l'entropie aussi, pour la solution chevelue (4.175)-(4.176) impose les 
inegalites suivantes sur ^ 

a — 1 ^/a + 1 , , 

< e < ■ (5.126) 



^/a + 1 a/o — 1 

De plus, cette solution de trou noir existe seulement pour des parametres qui satisfont (4.177). 
Cette contrainte, ecrite avec les variables thermodynamiques de I'ensemble que nous consi- 
derons, est 



$^ = — (a-l)(e-l)^ (5.127) 



7. Les charges Qi et Q2 ne sont pas independantes dans cet ensemble ; pour les solutions que nous avons, 
elles doivent etre egales, Qi ~ Q2, et par consequent nous avons siniplenient vj = \p\. Nous les noterons 
generalement Qi. 
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et peut alors etre utilisee pour eliminer le potentiel de Maxwell $. Apres un peu d'algebre, 
le potentiel de Gibbs pour la solution chevelue de trou noir (4. 175)- (4. 176) est donne par 

e^cheveiu = [{i + 1)' + a{i - If] . (5.128) 

Un calcul analogue pour la solution axionique du trou noir de Reissner-Nordstrom-AdS, en 
se restreignant aux solutions verifiant la contrainte (5.127), conduit au potentiel de Gibbs 
suivant 



IOSttG 



"3 I ^'^ / 1 I A\(c 1\2\ , / ^2 , o I 1 , 1, 



r + Y(i + 4(«-i)(e-i)^) + u^ + 3fi + -(a-i)(e-i)^ 



3/2' 



(5.129) 

Notons que la charge axionique adimensionnee w apparait seulement par un facteur w'^ 
dans ^chevciu et ^rn- Ainsi, dans cet ensemble, le diagramme de phase ne depend que de 
la variable adimensionnee ^ et est determine par le signe de /S.Q = ~ ^cheveiu- 

C'est la 

solution qui possede I'energie libre de Gibbs la plus faible qui est favorisee. Une observation 
interessante est que, pour le cas w = difference d'energie libre AQ se reduit a la difference 
d'energie libre entre la solution de Reissner-Nordstrom-AdS avec un horizon hyperbolique et 
le trou noir hyperbolique chevelu, comme cela est reporte dans [196]. La raison est que 
les champs axioniques modifient de fagon effective la courbure de I'horizon (voir [3]) et les 
potentiels des trous noirs /(r) coincident pour les solutions axioniques avec des horizons plats 
ou Ct7 = 1 et pour les solutions non-axioniques avec des horizons hyperboliques. Les proprietes 
thermodynamiques, et en particulier le diagramme de phase, pour les trous noirs verifiant 
w = 1 sont done les memes que celles des trous noirs hyperboliques obtenues dans [196]. Par 
consequent, puisque la dependance en a lieu seulement par un facteur commun dans les 
energies libres, les proprietes thermodynamiques peuvent etre deduites par un changement 
d'echelle de ^, ou de maniere equivalente de la temperature, pour toutes les autres valeurs 

Tout d'abord, remarquons que AQ = pour ^ = 1, ce qui correspond a une temperature 
critique 

= .[^M+M (5.130) 
V vr al 

pour laquelle une transition de phase du second ordre a lieu. Pour T > Tent, le trou noir 
axionique de Reissner-Nordstrom-AdS, pour lequel le champ scalaire est nul, domine. En 
abaissant la temperature en dessous de la temperature critique, c'est la solution chevelue qui 
domine pour T < Tent ; le champ scalaire est ainsi a une valeur finie (ph sur I'horizon, qui 
peut etre notamment utilise comme parametre d'ordre de la transition (voir figure 5.2). 

Lorsque la temperature continue a diminuer, une seconde transition de phase {AQ = 0) 
apparait quand a > 3(3 -|- 2-\/3) — 19.4, ce qui signale que c'est de nouveau le trou noir 
axionique de Reissner-Nordstrom-AdS qui est thermodynamiquement favorise. Tant que a > 
Ocrit avec tterit — 86 [196], elle correspond a une veritable transition de phase de premier 
ordre. Cependant, pour des valeurs inferieures du parametre a, la phase chevelue possede 
une entropie negative, puisque les inegalites (5.126) ne sont pas verifiees, et il n'est alors pas 
clair que I'etat d'equilibre est correct dans cette region. 
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Q-crit 



Figure 5.2 - Phases en fonction de la constante de couplage a. Dans la region 
grisee, les trous noirs chevelus dont I'entropie est positive sont en competition avec les trous 
noirs axioniques de Reissner- Nordstrom- AdS. lis dominent dans la region hachuree par 



tandis que les trous noirs axioniques de Reissner-Nordstrom-AdS dominent dans I'autre region 
hachuree par lis sont separes par une transition de phase du second ordre, representee 
par la ligne continue en ^ = 1 ; et a des temperatures inferieures par une transition de phase 
du premier ordre, representee par une ligne en pointilles. Dans la region blanche, les trous 
noirs chevelus ont une entropie negative et une energie libre inferieure a celle des trous noirs 
axioniques de Reissner-Nordstrom-AdS. 



Enfin, les diagrammes de phase sont resumes dans les figures 5.3 et 5.4 pour differentes 
valeurs des constantes de couplage dans le plan (T, Qi) ou Qi designe la charge axionique. 

En somme, nous avons presente deux families de solutions de la theorie (4.167) a la section 
4.4 : une famille de trous noirs presentant un cheveu scalaire secondaire (4.175)-(4.177) et 
une autre qui est la version axionique des trous noirs de Reissner-Nordstrom-AdS (4.186)- 
(4.187). Ces deux families de solutions possedent la particularite d'avoir un horizon plat grace 
a 1 'introduction de deux champs axioniques dans la theorie. Cette caracteristique les rend 
ainsi interessant en vue de possibles applications dans le domaine des supraconducteurs via 
I'holographie [195,227]. Cependant, nous n'avons pas explore cette direction. A travers la 
derniere section de ce chapitre, nous avons presente les proprietes thermodynamiques de ces 
solutions qui sont en competition. En fonction de la difference d'energie libre de ces solutions, 
nous avons donne les differents diagrammes de phase dans le plan (T, Qi) pour diverses valeurs 
de la constante de couplage a. Retenons que dans le cas electriquement neutre (a = 1), la 
solution de Reissner-Nordstrom-AdS qui domine a haute temperature subit une transition 



5-4 TJicvmodf/fKifiuquc en presence d'lm elianip sealaire eoiifornie 
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Figure 5.3 - Diagramme de phase dans le plan {T,Qi). Pour a faible et lorsque la 
temperature est diminuee, nous passons d'une phase dominee par un trou noir axionique 
dc Reissner-Nordstrom-AdS a une phase dominee par le trou noir chevelu, a travers une 
transition de phase du second ordre (representee par une ligne continue epaisse dans les 
diagrammes) et le parametre d'ordre (f)^ prend une valeur non nuUe durant ce processus. En 
continuant a diminuer la temperature, le trou noir chevelu possede une entropie negative 
et une energie libre inferieurc a ccUe du trou noir axionique de Reissner-Nordstrom-AdS (la 
region blanche). Ceci est illustre pour a = 2 par le diagramme de gauche ct rcstc validc pour 
1 < a < 3(3 + 2\/3). Pour 3(3 + 2\/3) < a < Ocrit avec Ocrit — 86 et a tres basses temperatures, 
nous trouvons une autre phase dominee par les trous noirs chauves pour lesquels 0/j = 0. 
Afin d'illustrer cette situation, le cas a — 30 est represents par la figure de droite. Dans 
ces diagrammes, la region grisee indique l a reg ion dans laquelle le trou noir chevelu et celui 
chauve coexistent, la region hachuree par 



0/i 7^ et r autre region hachuree par 
Nordstrom- AdS ou (j)h — 0. 



correspond a la phase chevelue pour laquelle 
correspond au trou noir axionique de Reissner- 



de phase du second ordre de telle fagon que ce soit le trou noir chevelu qui domine a basse 
temperature ; le champ sealaire se comporte ainsi comme I'aimantation d'un materiau durant 
une transition paramagnetique/ferromagnetique. 
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Figure 5.4 - Diagramme de phase dans le plan (T, Qi) pour une faible constante 
DE COUPLAGE a {a > flcrit)- Dans ce cas, tout point du diagramme de phase est domine par 
un trou noir dont I'entropie est positive : le trou noir axioniquc de Reissner-Nordstrom-AdS 
dans la region hachuree par 



La 



et le trou noir chevelu dans la region hachuree par 
transition de phase a haute temperature est du second ordre (ligne continue) et celle a basse 
temperature est du premier ordre (ligne en pointilles). Dans la region grisee, les deux phases 
coexistent. Le diagramme represente ici le cas a — 150. 



Perspectives & Conclusions 



En somme, nous avons expose dans cette these de nouvelles solutions de trous noirs 
pour des theories modifiees de la gravitation. Apres avoir presente la theorie de la Relativite 
Generale au premier chapitre, nous avons considere au chapitre 2 la theorie d'Einstein en 
dimension quelconque en presence d'une constante cosmologique negative et en incluant des 
champs de p-formes libres. Ces champs nous ont notamment permis de modeler a notre guise 
la geometrie intrinseque de I'horizon des evenements d'un trou noir en fonction du contenu 
en champs choisis. En particulier, la presence de champs axioniques permet de construire des 
trous noirs dont la geometrie intrinseque de I'horizon est plate alors que la fonction potentiel 
associee est celle d'un trou noir dont la geometrie de I'horizon est hyperbolique en I'absence 
de ces champs axioniques. Cest cette derniere remarque que nous avons largement exploitee 
dans les travaux que nous avons exposes a la fois dans le cadre de la theorie d'Einstein-Gauss- 
Bonnet au chapitre 3 et en tenant compte aussi de la presence d'un champ scalaire couple 
conformement a la gravitation au chapitre 4. 

II serait interessant de voir si les trous noirs topologiques rencontres au chapitre 2 ad- 
mettent une version en rotation. Dans le cadre de la Relativite Generale en presence d'une 
constante cosmologique negative, des trous noirs topologiques en rotation sont bien connus 
pour etre des solutions du vide [118]. Est-il possible de vetir ces derniers trous noirs par deux 
champs axioniques afin de mettre en rotation nos nouvelles solutions ? Ceci serait une pre- 
miere etape avant de rechercher toutes les geometries de type D decrites par la metrique de 
Plebanski-Demianski en presence de champs axioniques. Un autre sujet interessant a etudier 
serait I'infiuence des champs de p-formes sur la stabilite des nouvelles solutions du chapitre 
2. Dans le vide en theorie d'Einstein en dimension quelconque, ces trous noirs sont connus 
pour etre instables [101], est-ce toujours le cas en presence de matiere? 

Concernant les solutions rencontrees au chapitre 3, un projet possible serait d'etendre la 
classification des solutions en dimension quelconque dans le cadre de la theorie de Lovelock 
en I'absence de matiere dans un premier temps. Nous nous attendons a des contraintes 
supplementaires sur la geometrie intrinseque de I'horizon dans ce cas. 

Cette these nous a egalement permis de presenter quelques resultats nouveaux qui de- 
mandent a etre analyses plus en details avec notamment les structures de barres dans le 
cadre de la gravitation d'Einstein en presence d'un champ scalaire conforme au chapitre 
4. En plus, de donner la structure de barres de solutions deja connues dans ce contexte, 
nous avons genere une version NUT de la solution de BBMB a I'aide de ce formalisme a la 
sous-section 4.2.5. II serait interessant de reprendre cette derivation en preservant la relation 
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7 = —VSu! entre les potentiels des barres et d'etendre a la solution de BBMB la derivation 
de F. Ernst qui per met de deriver la solution de Kerr a partir de la solution de Schwarzschild 
en Relativite Generale. 

Je laisse ici ces quelques pistes d' investigations a tons lecteurs interesses par la gravitation. 
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